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La pratique d'exercices est essentielle à l'apprentissage du cours de mathématiques : il 
n’est pas de meilleure façon de mémoriser et de comprendre un théorème que d’en faire 
usage ! 


Cet ouvrage regroupe sur 9 chapitres 317 exercices portant sur le programme d’algèbre 
et de probabilités en classe de MP. Il respecte strictement le programme en cours et vient 
compléter l’ouvrage d'analyse que l’on retrouvera dans la même collection. 


Chaque chapitre commence par un rappel des principales définitions et des résultats 
essentiels du cours. Il se poursuit avec des exercices aux corrigés détaillés regroupés sur 
trois niveaux : 

— Les exercices d'apprentissage servent à acquisition des concepts fondamentaux du 
cours. Ce sont souvent des sujets faciles où j'ai choisi volontairement de ne faire 
figurer que peu de technicité. 

— Les exercices d'entraînement permettent de poursuivre l'acquisition du cours, trois 
niveaux d'étoiles servent à anticiper leur difficulté. Ces sujets ont été choisis pour 
leur intérêt, leur classicisme ou ont été inspirés par des questions rencontrées aux 
écrits et aux oraux des différents concours. 

— Les exercices d’approfondissement sont les plus ambitieux, ils nécessitent souvent de 
passer par une phase de recherche ou entrent en résonance avec d’autres chapitres 


du programme. Ces sujets sont inspirés de questions rencontrées aux concours les 
plus ambitieux. 


Les corrections des exercices sont accompagnées de méthodes. Celles-ci servent à souligner 
les idées récurrentes ou bien à mettre en exergue la démarche qui va être suivie pour 
résoudre la question posée. Le lecteur pourra prendre appui sur celles-ci pour amorcer 
une résolution ou pour reprendre la main lors de sa lecture d'une correction. Afin d’aider 
le lecteur dans son étude, il est fait référence aux théorèmes utilisés lors de leurs premiers 
usages. Les notes de bas de pages complètent les résolutions en présentant des démarches 
alternatives ou font le lien avec d’autres sujets présents dans l'ouvrage. 


Je remercie vivement Olivier RODOT d’avoir initié ce projet, François PANTIGNY pour 
son expertise TeXnique et Sébastien MARCOTTE pour sa relecture attentive ainsi que les 
compléments apportés. 


Je dédicace cet ouvrage à mon fils Nathan. 


David DELAUNAY 


CHAPITRE 1 


Groupes 


1.1 Structure de groupe 


1.11 Groupe 


Définition 
On appelle groupe tout couple (G, x) formé d’un ensemble G et d'une loi de compo- 
sition interne x sur G associative, possédant un neutre et pour laquelle tout élément 
de G est symétrisable. 

(C, +) et (EX, x) sont des groupes commutatifs de neutres respectifs 0 et 1. 


L'ensemble Sg des permutations d’un ensemble Æ est un groupe pour la composition des 
applications o. Son neutre est l’application identité Idg. 


L'ensemble GLa (K) des matrices inversibles de taille n est un groupe multiplicatif de 
neutre In. 


L'ensemble A* des inversibles d’un anneau est un groupe multiplicatif. 
1.1.2 Structure produit 
Définition 


Si x1,...,4n sont des lois de composition internes sur des ensembles Æ1,...,Æ,, on 
| appelle loi produit sur E = Ey x --- x E, la loi x définie par 


Seeds 


Chapitre 1. Groupes 1.2 Morphismes de groupes 


| Théorème 1 | 
Si (Gi, (Gn;xn) sont des groupes de neutres respectifs e1,....en alors EE F 
| Gi x- X Gn muni de la loi produit x est un groupe de neutre e = (e1,..., en) | ESS 


1.1.5 Sous-groupes de (Z, +) 


Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ — {nk | ke Z} avec n € N. 


Le symétrique d’un élément (a1,...,7,) de G1 X++ X Gn est alors (x, ',...,2%). 


1.1.3 Sous-groupes 1.2 Morphismes de groupes 


Définition Soit (G,x) et (G', T) deux gr 
| | t (G', oupes de neutres e et e/. 
On appelle sous-groupe d'un groupe (G,x) toute partie H de G non vide et stable i ( ) Ton Von 
par composition avec le symétrique | : xx y! € H pour tous x et y dans H. 12.1 Définition 


Rappelons que si H est un sous-groupe de (G,+) alors (H,*) est un groupe. 
Définition 
On appelle morphisme du groupe (G,*x) vers le groupe (G’, T) toute application 
p: G — G! vérifiant y(x xy) = p(x) Tyly) pour tous x et y de G. 
| L’exponentielle est un morphisme du groupe (C, +) vers (C*, x). 
g= N H; Le logarithme est un morphisme du groupe (R3, x) vers (R, +). 
Le déterminant définit un morphisme du groupe (GL,(K), x) vers (K*, x). 


| Théorème 2 
Si (H,)iez est une famille de sous-groupes d’un groupe (G, x) alors l'intersection 


iel 
| La signature d'une permutation définit un morphisme de (Sn, 0) vers ({1,—1}, x). 
est un sous-groupe de (G,x). | | | Les applications linéaires entre espaces vectoriels sont des morphismes de groupes addi- 
tifs. 


En revanche, la réunion de deux sous-groupes peut ne pas être un sous-groupe ?. | o 
Théorème 5 
1.1.4 Sous-groupe engendré par une partie Si p: G —+ G! est un morphisme de groupes alors we) = e/, @(a!) = (x)! et, 


Soit (G, *) un groupe. | plus généralement, elz”) — p(x)" pour tout x € G et tout n € Z. 


Définition La composée d i i 

i , posée de deux morphismes de groupes est 

| On appelle sous-groupe engendré par une partie A de G l'intersection de tous les group un morphisme de groupes. 
| sous-groupes de (G, x) contenant À. On le note (A). 1.2.2 Image et noyau 


| Théorème.3 Mrhésieme:s | 


| (A) est un sous-groupe de (G, x) contenant À. L'image directe (resp. réciproque) d’un sous-groupe par un morphisme de groupes 

| De plus, tout sous-groupe de (G, ») contenant À contient aussi (A). | est un sous-groupe. | 
j Í = y EE : ] 

Au sens de l'inclusion, (A) est le plus petit sous-groupe de (G, x) contenant À. Définition 


Si y est un morphisme du groupe (G, x) vers le groupe (G”, T), on introduit : 
— son noyau Ker(ç) = 71 ({e'}) qui est un sous-groupe de (G, +); 
— son image Im(s) = p(G) qui est un sous-groupe de (G”,T). 


Lorsque a désigne un élément de G, le groupe engendré par {a}, simplement noté (a), 
est l'ensemble des itérés ? de a 


(a) = {a*|kezZ}. 
Théorème 7 


Lorsque (A) = G, on dit que A est une partie génératrice de G. 7 ; 
que (A) ; eq p g x Soit p un morphisme du groupe (G, x) vers le groupe (G’, T). 
1. Si la loi du groupe est notée additivement, on lit x — y € H pour tous x et y dans H. a) y est injectif si, et seulement si, Ker() = {e} 5 
2. Voir sujet 1 p. 8. | b) ọ est surjectif si, et seulement si, Im(y) = C. | 


3. Si la loi du groupe est notée additivement, on lit {a} = {ka| k€ Z} —< 5 n an 


Chapitre 1. Groupes 


1.2.3 Isomorphisme de groupes 
Définition 
| On appelle isomorphisme de groupes tout morphisme de groupes bijectif. 


Lorsqu'il existe un isomorphisme entre deux groupes, ceux-ci sont dits isomorphes : ils 
sont alors parfaitement identiques d’un point de vue calculatoire. 


Théorème 8 

La composée de deux isomorphismes de groupes est un isomorphisme de groupes 
et la bijection réciproque d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme de 
groupes. 


Définition 
On appelle automorphisme du groupe (G, x) tout isomorphisme du groupe (G, x) dans 
lui-même. 


L'ensemble des automorphismes d'un groupe (G, x) est un sous-groupe de (SG, 0). 


1.3 Groupes monogènes 


n désigne un entier naturel non nul. 


1.3.1 L'ensemble Z/nZ 
La congruence modulo n définit une relation d'équivalence sur Z : 
a=b |In] = n|(b—a). 


On note à la classe d'équivalence de a € Z pour cette relation. 

Définition 

L'ensemble des classes d'équivalence pour la relation de congruence modulo n est 
noté Z/nZ. 


Í Théorème 9 


Z/nZ est un ensemble fini à n éléments : 0,1,...n —1. 


Définition 
On définit une opération d’addition ! et de multiplication sur Z/nZ en posant pour 
tous a et b dans Z 


a+b atb et a x bÉ ab. 


1. Dans légalité a +b = a +6 le symbole + désigne deux opérations différentes. Dans le premier 
membre, il s’agit de l'addition dans Z/nZ que l’on définit. Dans le second membre, il s’agit de Paddition 
sur Z. On a évidemment la même remarque concernant le produit. 


1.3 Groupes monogènes B 


Les résultats de ces opérations ne dépendent pas des représentants choisis des classes 
d'équivalence car la congruence modulo n est compatible avec les opérations d’addition 
et de multiplication : 


= In] M - à [n] 
b=b [n] ab=a'b [nl 


1.3.2 Le groupe (Z/nZ,+) 


Théorème 10 
(Z/nZ, +) est un groupe abélien de neutre Ü. 


L’opposé de à est (—a). Plus généralement, on vérifie ka = ka pour tout k € Z. 


1.3.3 Groupes monogènes, groupes cycliques 


Définition 
| Un groupe (G, x) est dit monogène lorsqu'il existe un élément a qui l’engendre : 
| 
G= la) = {a |k EZ}. 
Un tel élément a s'appelle alors un générateur du groupe (G, x). 
(Z, +) est un groupe monogène engendré ! par 1 (ou par —1). 


Un groupe monogène est assurément commutatif car a¥ xaf = a¥t® = af xa" pour tous k 
et £ de Z. 
Définition 

| Un groupe (G, x) est dit cyclique lorsqu'il est monogène et fini. 


Théorème 11 
(Z/nZ, +) est un groupe cyclique de cardinal n. 
Ses générateurs sont les m pour tout entier m premier avec n. 


On peut alors décrire à isomorphisme près les groupes monogènes : 


Théorème 12 
Tout groupe monogène infini est isomorphe à (Z, +). 


Tout groupe monogène fini de cardinal n est isomorphe à (Z/nZ, +). 


En particulier, on peut considérer le groupe (U,, x} des racines n-ièmes de lunité : 
Un = {wF|kel0;n-1]} avee w= ermm, 


Ce groupe est cyclique engendré par w. Il est par conséquent isomorphe à (Z/nZ, +). 


1. La loi étant additive, on comprend (1) = {k1 | k € Z} =Z. 


Chapitre 1. Groupes 


1.3.4 Ordre d’un élément dans un groupe 


Définition 
On dit qu’un élément a d’un groupe (G,x) est d'ordre fini lorsqu'il existe! n € N° 
vérifiant a” = e. On appelle alors ordre de a le plus petit n de N* vérifiant a” = e. 


Théorème 13 
Si un élément a est d'ordre fini égal à n alors, pour tous k et £ € Z, 


=a = hal fn]. 


k 


En particulier, a* = e si, et seulement si, n divise k. 


L'ordre n de l'élément a apparaît alors comme le cardinal du groupe (a) et ce dernier est 
isomorphe à (Z/nZ, +). 


Théorème 14 
Dans un groupe fini de cardinal n tous les éléments sont d'ordre fini et leur ordre 
divise le cardinal du groupe. 


Si (G,x) est un groupe fini à n éléments, on a assurément a” = e. 


1.4 Exercices d'apprentissage 


Exercice 1 


Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe (G,x). Montrer que H U K est un 
sous-groupe de (G, x) si, et seulement si, H C K ou KC H. 


Solution 
On raisonne par double implication. 


(=> ) Si H est inclus dans K, la réunion de H et K est égale à K et c’est donc un 
sous-groupe de (G,x). Si K est inclus À, c'est analogue. 


{<= ) Supposons? H U K sous-groupe de (G, x). 
méthode 
|| Pour montrer une disjonction « P ou Q », on suppose non(P) et Pon établit Q. 


Supposons H ¢ K. Il existe un élément h dans H qui n'appartient pas à K. Montrons 
l'inclusion de K dans H. Soit k un élément arbitraire choisi dans K. 


1. On dit que l'élément est d'ordre infini sinon. 

2. On peut aussi raisonner par contraposée : si H n’est pas inclus dans K, ni K dans H, on observe 
que HUK n'est pas stable en étudiant la composition par « d’un élément de H qui n’est pas dans K 
avec un élément de K qui n’est pas dans F. 


1.4 Exercices d'apprentissage A | 9| 


méthode 


Si æ x y appartient à un sous-groupe H, on ne peut pas affirmer que x et y 
appartiennent à H. Cependant, si Pon sait de plus que x est élément de H, on 
peut affirmer que y = x7! x (x x y) appartient à H. 


En tant que composé de deux éléments du sous-groupe HUK, l'élément hxk appartient 
à HU K. Cependant, il pappartient pas à K. En effet, si par l’absurde h x k € K, on 
peut affirmer que h est élément du sous-groupe K en écrivant h = (hx k) x k7} : ceci est 
contraire au choix de h. On a donc hx k € H puis k = h`! x (hxk) € H par opérations 
dans le sous-groupe H. On peut donc conclure K C H. 


Exercice 2 (Groupe engendré par deux éléments) 
Soit a,b deux éléments d’un groupe G noté multiplicativement et 


H= Tanoan … arr br 


n EN, k1, li, ka, b25- --, kns én € Z} | 


l’ensemble des produits finis d’itérés de a et de b. | 
(a) Montrer que H est le sous-groupe engendré par {a,b}. 


| (b)Simplifier la description de H lorsque a et b commutent. 


Solution 


(a) méthode 


On raisonne par double inclusion : une première est acquise en observant 
que H est un sous-groupe qui contient {a,b}, l'inclusion réciproque s'obtient 
en constatant que tout élément de H appartient à (a, b}. 


H est une partie non vide de G. H est stable par composition car le composée de deux 
produits finis d’itérés de a et de b définit un produit fini d’itérés de a et b. H est aussi 
stable par passage à l’inverse car 


| =i Le. zus 
(MA. ap] = ab Era En. ba MN e H 


7 
a 


H est donc un sous-groupe de G. De plus, H contient les éléments a et b car il est possible 
d'écrire a = atb? et b = a?b!. On en déduit (a,b) C H (Th. 3 p. 4). 
Inversement, les itérés de a sont éléments du sous-groupe (a, b) et il en est de même des 


itérés de b. Les produits d’itérés de a et b sont aussi éléments de (a,b) et donc H C (a,b) 
puis légalité. 


(b} Si a et b commutent, on peut regrouper entre eux les itérés de a et b et l’on obtient 


(a,b) = {ab | k,l E Z}. 


Chapitre 1. Groupes 


Exercice 3 
| Soit a un élément d'un groupe (G, x). 
| (a) Montrer que l’application p: k > aë définit un morphisme du groupe (Z, +) 
| vers (G, x). 


(b) Déterminer l’image et le noyau de y. 


Solution 


(a) méthode 
On vérifie qu’une application est un morphisme en observant que « l’image 
d’un composé est la composée des images ». 


Soit k et £ dans Z. Par opérations sur les itérés d’un élément 
ylk + £) = at = of xaf = olk) x p8. 


(b) méthode 
L'image d’un morphisme s'obtient en déterminant l’ensemble des valeurs prises 
et le noyau en résolvant l’équation y(x) = e. 


Les valeurs prises par p sont les a* avec k parcourant Z : selon que a est d'ordre fini 
ou non, les itérés de a peuvent comporter des répétitions ou non. Le noyau de y s'obtient 
en résolvant l'équation (k) = e, c'est-à-dire aë = e, d'inconnue k € Z. La résolution de 


cette équation nécessite aussi de discuter selon l’ordre de l’élément a. 


Cas : l'élément a est d’ordre infini. L’équation a* = e a pour seule solution k = 0 et 


les a” ne comportent aucune répétition : 
Ker(p) = {0} et Im(p) = {a* | k EZ} = (a). 


Cas : l'élément a est d’ordre fini égal à n. On sait que aë = af si, et seulement si, n 


divise k — £ (Th. 13 p. 8). On en déduit 


Ker(pg)=nZ et Im(y) = {e,a, ne = (a). 


Exercice 4 
Soit a et b deux éléments d’un groupe! (G..). 
(a) Montrer que a et bab™! ont le même ordre. 
(b) On suppose ab d’ordre fini égal à n. Que dire de ba ? 


(c) On suppose a d'ordre fini égal à n. Pour k € Z, quel est l’ordre de at ? 


1. Le groupe est ici noté multiplicativement. 


1.4 Exercices d'apprentissage 


Solution 
(a) méthode 
|| Ou calcule l’ordre d'un élément en déterminant ses ilérés égaux au neutre. 


Soit p € N. On remarque 


(bab 1)? = (bab” 1} (bab™*) ... (bab™}) 
© , — 
p facteurs 


z ba(b™tb)a RE (bt b)ab™! = bab7! 
et donc 


(ab Te 1 4> bb = 1 
<= ab l=p 
EE gael en multipliant par b à droite. 


en multipliant par b ! à gauche 


On en déduit que les éléments a et bab™! ont le même ordre (fini ou infini). 


(b) En multipliant l'égalité (ab)? 1 à gauche par b, on obtient b(ab}" = b soit 
encore (ba)*b = b. En multipliant à droite par b7}, on obtient (ba)? = 1. Ainsi, ba est 
d'ordre fini au plus égal à n. Un raisonnement symétrique établit que ab est d’ordre 
inférieur à celui de ba et donc ab et ba ont le même ordre. 


(c) Soit p € N. Puisque l'élément a est d’ordre n, (ak)? = a? = 1 si, et seulement si, 
l’entier n divise kp. 


méthode 
| On introduit le PGCD de k et de n. 


On pose d = k An et l’on factorise ce PGCD des entiers k et n pour écrire k = dk’ 
et n = dn’ avec k’ et n’ premiers entre eux. L’entier n divise kp si, et seulement si, n” 
divise k/p. Par le théorème de Gauss !, cette condition s'exprime encore n’ divise p. On 
en déduit que a" est d'ordre n’ = n/(n A k). 


Í Exercice 5 
Soit n € N* et w = e2i7/r, 
(a) Montrer que l'application 4: Z/nZ — U, déterminée par p(k) = w” est un 
isomorphisme du groupe (Z/nZ, +) vers (Un, x). 


(b) Quelles sont les générateurs du groupe Un ? 


1. Pour a, b et c entiers, si a divise bc et si a et premier avec b alors a divise c. 


Chapitre 1. Groupes 


Solution 


(a) méthode 
On commence par vérifier que l'application 4 est bien définie en observant que 
la valeur w(k) ne dépend pas du représentant k choisi pour la classe k. 


Si k' est un autre représentant de la classe k, on a k’ = k [n] ce qui permet d'écrire 
légalité k’ = k + pn avec p € Z. On vérifie alors 


WF = wt = | A =ar car w” =l. 


Ainsi, la valeur (k) = w? ne dépend pas du représentant choisi pour figurer k. 
On vérifie ensuite que y est un morphisme de groupes car, pour k et £ dans Z, 


plk +8) = p(k +2) = wt = wwf = p(k)p(£). 


L’application y est aussi surjective car les racines n-ièmes de l’unité sont les w" avec k 
parcourant [0;n — 1] et ce sont donc des valeurs prises par p. Enfin, l'application p 
est bijective! car surjection entre deux ensembles finis de mêmes cardinaux : c’est un 
isomorphisme. 


(b) méthode 
| Un isomorphisme échange les générateurs des groupes entre lesquels il opère. 


Les générateurs de Z/nZ sont les M avec m entier premier avec n (Th. 11 p. 7), les 


générateurs de U, sont donc les w™ = eimx/R avec m entier premier avec n : on les 
appelle les racines primitive n-ièmes de l’unité. 


À. JE. ji À il 


GE Bia / NX œ S | ; 
es | o— s- n E E + » 
\ FT 1% FT Ke Left 18 | 

JL L 28 Co 
n= 1 t= 1 n=3 o n = 4 


Les racines primitives de l’unité pour les premières valeurs de n. 


Í Exercice 6 | 


Montrer que tout groupe fini de cardinal un nombre premier p est isomorphe à Z/pZ. 


1. L'injectivité peut aussi être acquise directement : si w? = wf, il suffit considérer des arguments de 
ces deux nombres complexes pour obtenir k = £ |n]. 


1.5 Exercices d'entraînement 


Solution 
Soit (G, x) un groupe fini de cardinal p avec p nombre premier. 


méthode 
| On étudie l’ordre des éléments de G. 


Puisqu’un nombre premier est au moins égal à 2, il existe dans G un élément a différent 
du neutre. Celui-ci est d'ordre fini divisant le cardinal p de G (Th. 14 p. 8). L'élément a 
n'étant pas le neutre, son ordre n’est pas 1 et vaut donc p. Le groupe engendré par a est 
un sous-groupe de G à p éléments, il est donc égal à G. On peut conclure que G est un 
groupe cyclique à p éléments et donc isomorphe à (Z/pZ, +) (Th. 12 p. 7). 


1.5 Exercices d'entraînement 


1.5.1 Groupes finis 


| Exercice 7 * 1 
| Décrire les sous-groupes finis de (C*, x). 


Solution 
Soit H un sous-groupe fini de C* et n son nombre d'éléments. 


méthode 
| On montre par cardinalité que H = U, en observant une inclusion. 


Soit z un élément de H. Celui-ci est d'ordre fini divisant le cardinal de H (Th. 14 
p. 8). On a donc z” = 1 ce qui signifie que z est une racine n-ième de l’unité. On a ainsi 
l'inclusion H C U,, puis légalité car ces deux ensembles sont de mêmes cardinaux finis. 

Ainsi, les sous-groupes finis de C* sont les groupes Un des racines de l’unité, n € N*. 


| Exercice 8 ** 
Soit À une partie d'un groupe fini (G, .). On suppose 2 Card(A) > Card(G). Montrer 


| que tout élément de G peut s’écrire comme le produit de deux éléments de À. 


Solution 


méthode 
|| Pour g € G, l'application x + gx! est injective sur À. 


Soit g € G. L'application æ + gx! est une permutation! de G, sa restriction au 
départ de À réalise une injection de À dans G. L'image de À par cette application est 
une partie à Card(A) éléments incluse dans G : celle-ci ne peut pas être disjointe de À 
car 2Card(A) > Card(G). Il existe donc un élément a dans A tel que ga”! appartient 
à À. Ceci permet d'écrire g = (ga” ta produit de deux éléments de À. 


1. C'est la composée des permutations x > x"! et y ++ gy. 
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| Exercice 9 ** (Théorème de Lagrange) 

Soit (G,.) un groupe fini et H un sous-groupe de G. 

Pour tout a € Ħ, on note aH = fah |h € H}. 
(a) Montrer que les ensembles aH sont disjoints ou confondus. 
(b) En déduire que le cardinal de H divise celui de G. 


(c) Application : Décrire H N K lorsque H et K sont deux sous-groupes de G de 
cardinaux premiers entre eux. 


Solution 


(a) Soit a et b dans G. Si aH et bH ne sont pas disjoints, il existe x élément commun 
à aH et bH : celui-ci s’écrit à la fois ah et bh’ avec h,h! € H. On montre alors l'égalité 
de aH et bH par double inclusion. 
Soit y = ak € aH avec k € H. On peut écrire 


yu=2h k= bh h'k=bhh k= bk € bH. 
D mer 


=o =r =k' 
Ainsi, aH C bH. Par un raisonnement symétrique, on obtient l’autre inclusion et donc 
l'égalité. 
(b) méthode 
| On partitionne G à l’aide des parties a H qui ont toutes le cardinal de H. 
L'élément a = al appartenant à aH, on peut affirmer que G est la réunion des aH : 
G= U aH. 
acG 


Dans cette union, les parties aH ne sont pas forcément distinctes. En regroupant entre 
elles celles qui sont identiques, on écrit 


P 
G= U aiH 
i=1 
avec G1, .. - , ap des éléments de G choisis de sorte que les a; H soient distincts et que Pon 


y retrouve toutes les parties a possibles. Par la question précédente, on sait que les 
parties a; H sont alors deux à deux disjointes ! et done 


P 
Card(G) = + Card(a;H). 
i=1 


1. En fait, les parties &H sont les classes d'équivalence de la relation définie parxRy = ry° le H: 
celles-ci réalisent une partition de G. 


| 


. 


Enfin, pour chaque a € G, l'application x + ax définit une bijection ! de G vers G et 
celle-ci transforme H en aH. On en déduit Card(aH) = Card(H) puis 
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p 
Card(G) = 5 Card(H) = pCard(H). 


{=i 


(c) HNK est un sous-groupe de H et un sous-groupe de K, son cardinal divise donc 
à la fois celui de H et celui de K. Ces derniers étant premiers entre eux, H N K est un 
singleton, nécessairement constitué du neutre. 


1.5.2 Groupe engendré 


T Exercice 10 * 
Dans le groupe (Sg, o) des permutations de Æ = R\{0, 1}, déterminer le sous-groupe 
engendré par les fonctions f et g définies par 


f{x)=1-x et g(x) = 1/x. 


Solution 
Les fonctions f et g sont des applications définies sur E et à valeurs dans E. On 
vérifie f? = Idp et g? = Idg, elles sont donc bijectives d'applications réciproques égales 
à elles-mêmes. Les fonctions f et g sont bien des permutations de E. 
méthode 


On étudie les composées possibles de f et g et leurs inverses jusqu’à ce qu’il 
n’apparaisse plus d'éléments nouveaux. 


On calcule h = fog, j =gofetk=fogof: 


gz—1 . 1 z 
h(z) = -i Jesa et ka= pour tout g € E. 


Les autres compositions possibles ne font apparaître aucune nouvelle fonction notam- 
ment car go f og = k. On peut alors dresser une table de composition (en notant i le 
neutre Id) : 


oļi f g h j k 
iji f ghijk 
Fifi ho g k j 
gjg j i k fh) 
hilh k f 5 à g 
iji g k i h F 
kik hj f g il 


Par cette table, on peut aflirmer que H = {i, f, g, h, j, k} est un sous-groupe de (Se. o) 
et c’est le plus petit qui contient f et g : c’est le sous-groupe engendré par {f, g}. 


| 1. On vérifie que x = a y est l’unique solution de l'équation y = ax ce qui permet d’aflirmer la 
bijectivité de l'application z + ax. 
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Exercice 11 * 
Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe abélien (G, +). Montrer que le groupe 
engendré par H U K est 


H+K={h+k|heHetkekK}. 


Solution 


méthode 
On vérifie que H + K est un sous-groupe de G et que c’est le plus petit 
contenant à la fois H et K. 


Les parties H et K étant toutes deux non vides, H + K est une partie non vide de G. 
Soit x et y deux éléments de H + K. On peut écrire z = hı + kı et y = ho + k2 
avec hi, h2 € H et k1,ko € K. On a alors par commutativité 


T—Y—= (hı + ki) — (ha + k2) = (ha — h2) + (kı — k2) EH+K. 
m nm 
EH EK 
Ainsi, H + K est un sous-groupe de G. De plus, celui-ci contient H U K. En effet, pour 
tout z € H, on peut écrire x = x +0 € H + K car 0 est élément du sous-groupe K. On 
vérifie de même que K est inclus dans H + K. On en déduit l’inclusion (Th. 3 p. 4) 


(HUK)CH+K. 


L’inclusion réciproque est quant à elle évidente car tout élément de H + K est élément de 
(HUK) par somme d'éléments de ce sous-groupe. On a donc légalité (HUK) = H+K. 


| Exercice 12 ** 
| Soit H un sous-groupe d’un groupe (G,x} distinct de G. Déterminer le groupe en- 
| gendré par le complémentaire H de H dans G. 


Solution 


méthode 
La composition d’un élément de H par un élément de H détermine un élément 
de H. 


Montrons (H) = G. On a évidemment (H) C G et il s’agit d'établir l'inclusion réci- 
proque. Soit g un élément de G. 

Si g n'appartient pas à H, c’est un élément H donc de (H). 

Supposons maintenant que g appartient à H. Puisque H est une partie distincte de G, 
son complémentaire Ħ est non vide ce qui permet d'introduire un élément a € H. Le 
composé a x g est alors élément de À. En effet, si par l'absurde, a x g appartient à H 
alors a = (axg)xg”! est aussi élément de H par opérations dans le sous-groupe H : ceci 
contredit la définition de a. Sachant axg € H, on peut alors écrire g = a-!x(axg) € (H) 
par opérations dans le sous-groupe (A). 

On peut conclure (H) = G. 


i 


< 
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Exercice 13 ** 
Soit n € N tel que n > 3. Dans le groupe (S,,c) des permutations de [1;n], on 
considère la transposition t = (1 2) et le cyclec= (1 2 n) de longueur n. 


(a) Justifier que l’ensemble {c,t} constitue une partie génératrice de (Sn, 0). 


(b) Existe-t-il une partie génératrice de (Sn, °) formée d’un seul élément ? 


Solution 


(a) méthode 
On sait que toute permutation de [1;n] peut s’écrire comme un produit de 
transpositions T = (i j) avec 1 < 4 < j <n. Il suffit alors de savoir écrire 
une telle transposition à partir de compositions de c et t pour conclure. 


On remarque 1 
cotoc t = (2 3), otoc? = (3 4), etc. 


On en déduit que les transpositions de la forme (i +1) (avec 1 < i < n — 1) appar- 
tiennent chacune au sous-groupe engendré par c et t. Or, pour 1 S ¿< j < n, on peut 
écrire la décomposition : 


(i j)={(i i+1)o(fi+1 i+2)o-...0(j-1 jjo-..o(i+1 i+2)ofi i+1). 


Toutes les transpositions (i j) appartiennent donc au sous-groupe engendré par c et t 
et l’on peut conclure que celui-ci se confond avec Sn. 


(b) Le groupe (Sn, 0) nest pas commutatif car n > 3 : il n’est donc pas monogène. 


Exercice 14 ** 
Montrer qu’un groupe fini G de cardinal n > 2 possède une partie génératrice consti- 
tuée d’au plus log, n éléments. 


Solution 
Adoptons une notation multiplicative pour la loi de G. 


méthode 
On construit une partie génératrice {91,..., gp} en choisissant, pour k > 2, 
l'élément gx en dehors du groupe engendré par g1,...,gk-1. 


Soit gı un élément de G différent du neutre, gə choisi en dehors de (g1), g3 choisi en 
dehors de (g1,g2), ete. Le groupe G étant fini, ce processus s’arrête avec la détermination 
de g1,..., 9p vérifiant : 


G = (g91,---;9p)} et gr É (gi;...,9k-1) pour tout k € {2,...,p}. 


1. Plus généralement, on a sor 0871 = (s(¿) s(j)) pour toute permutation s de Sn. 
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Considérons ensuite l'application ®: {0,1}? — G définie par 


gi sie; = 1 


€ es E Ei __ 
(Erez. En) = -9P avec g; { iesi. 


Vérifions que l'application ® est injective. Supposons ®(€1,..., €p) = D(e1,... , Ep) avec 
(e1,...,6p) et (e4,...,€,) dans {0,1}”. On a donc l'égalité 
S 1 E 
Ji IF QE = gU I3 gp (=) 


Quitte à échanger, on peut supposer Ep > € et ordonner les membres pour écrire 


g = (gE TOE ET) € (0191): 


Puisque gp est choisi en dehors du groupe engendré par g1,...,Qp—1, ON a nécessaire- 
ment £, = €p. On peut alors simplifier l'identité (*) pour écrire 


, t à 
E1 ,E2 Ep-i _— ,€1,,€2 Ep-1 
9i 92 ---Ip-1 — 91 92 ++: p-1 + 


Il suffit ensuite de reprendre le processus pour pouvoir affirmer (e1,...,€p) = (£1,... 65): 
L'application $ est donc injective et conséquemment 


Card({0,1}) < Card(G) c’est-à-dire 27 <n. 


On en déduit p < log, n. 


1.5.3 Morphismes de groupes 


| Exercice 15 * (Morphisme de conjugaison) 
Soit G un groupe noté multiplicativement. Pour a € G, on note Ta l’application de G 
vers G définie par 7,(æ) = axa”!. 

(a) Montrer que 7, est un morphisme du groupe G vers lui-même. 

(b) Vérifier Ta © Te = Tab pour tous a et b dans G. 


| (c) Montrer que 7, est bijective et exprimer son application réciproque. 


(d) En déduire que T = {ra [a EG : muni du produit de composition est un groupe. 


Solution 
(a) Soit x,y € G. On a par associativité ! 


Ta(£)Taly) = (ax) (aya ™*) = az(a`'a)ya™t = arya”! = Ta (Ty). 


L'application Ta est donc un morphisme du groupe (G, .) vers lui-même ?. 


1. Le groupe G n’est pas a priori commutatif : il faut être attentif à l’organisation des calculs et ne 
pas simplifier axa “} en x. 
2. Comme pour les applications linéaires, on peut parler d’endomorphisme de groupe. 


P” 
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(b) On vérifie l'égalité de deux applications en constatant celle-ci en tout point. Pour 
tout x € G, 
(Ta © T)(x) = Ta (b207?) = a(bzb™*)a™t = (abje(ab)™! = ro (x). 


On a donc Ta O Te = Tab- 


(c) méthode 


On peut montrer que Ta est bijective en étudiant injectivité et surjectivité, ou 
en résolvant l'équation Ta(x) = y d’inconnue +. Ici, il est cependant plus à 
propos de proposer un candidat pour l’application réciproque de Ta. 


On a l'intuition que 7,-: est la bijection réciproque de Ta. Vérifions-le 1 : 
(Tao Tai) =n = Ide et (nm i10or)=n = Ide: 


On en déduit que Ta est bijective et (Ta) 7} = Ta—1. 


(d) méthode 
| On vérifie que T est un sous-groupe du groupe des permutations (Sa,0). 


On a vu que les 7, sont des permutations de G, l’ensemble T constitue donc une partie 
non vide de Sc. Pour f et g dans 7, on peut écrire f = Ta et g = Ta avec a,b € G. On a 


alors 


1 


z =1 
feg = Ta O (To) = Ta 0 Tyi = Tay- E T. 


Ainsi, 7 est un sous-groupe de (Se, o), c’est donc un groupe pour le produit de compo- 
sition des applications. 


Exercice 16 ** 


Soit p un morphisme non constant d’un groupe fini (G, x) vers C x). Calculer 


| X g(a). 


xeG 


Solution 


méthode 


Pour a € G, l’application z + a xx est une permutation de G qui permet de 
réorganiser la somme à calculer. 


Puisque y n’est pas constante, il existe un élément a dans G tel que (a) # 1. L’ap- 
plication x + ax x étant une permutation ?, on peut réordonner les termes de la somme 


et écrire 
y (z) = 5 plax z). 


sEG æeG 


1. Sauf argument de cardinalité, il est indispensable de vérifier que les deux compositions donnent 
l’identité. 


2. En effet, l'équation a x x = y d’inconnue x € G possède une unique solution s = a! x y. 
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Or l'application p est un morphisme et donc ga xx) = w(a)p(x) puis 


X yle) = J plajele) = pla) $ px). 


sEG zeG zeG 


X (x) =0. 


æcG 


Sachant (a) 1, on conclut 


Exercice 17 ** 
Soit f un morphisme de groupes au départ d’un groupe G fini. Montrer la formule 


Card(G) = Card(Im(f)) x Card(Ker(f)). 


Solution 
Notons G” le groupe d'arrivée du morphisme f et adoptons une notation multiplicative 
pour les deux groupes G et G”. 


méthode 
| On dénombre l’ensemble des antécédents de chaque valeur prise par f. 


Énumérons les valeurs prises par f : Yyı,...,Yp avec p = Card(Im(f)). Soit j € [1;p] 
et x; dans G un äntécédent de y; par f. Pour x € G 


F) = y; f(x) = f(z) 
<> fe) le 
a= f es) = lc car f est un morphisme 
— a € Ker(f). 
L'ensemble des antécédents de y; est donc 


F ({ui}) = {sh |h € Ker(f)} - 


L'application h + æ;h étant injective, le cardinal de f~} ({y;}) vaut celui de Ker(f). 
Enfin, G est la réunion des f7! ({u;}) et ces parties sont deux à deux disjointes donc 


Card(G) = > Cara( f= (1u; })) = pCard(Ker(f)) = Card(Im(f)) x Card(Ker(g)). 


=Card(Ker(f)) 


Exercice 18 ** 


Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes ? 


(a) (Z/4Z, +) (b) (Ua, x) (c) (Z/22 x Z/2Z,+) 
(d) (Z/6Z, +) (e) (Z/2Z x Z/3Z, +) (f) (S3,0) 
(g) (Q, +) (h) (Q*, x) G) (Q4, x)- 


m 
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Solution 
méthode 


|| Deux groupes isomorphes sont en bijection et ont donc le même cardinal. 


Par cet argument de cardinalité, seuls les groupes (a), (b), (c) dans un premier temps, 
les groupes (d), (e), (f) dans un second temps et les groupes (g), (h), (i) dans un dernier 
temps sont susceptibles d’être isomorphes. 

Cas : Groupes à 4 éléments. On étudie (a), (b) et (c). 

Le groupe Ua est cyclique donc isomorphe à Z/4Z. En revanche, le groupe 


Z/2Z x 2/22 = {(0,0), (0, T), (1,0), @, D} 


n'est pas cyclique car tous ses éléments x vérifient x + x = (0,0) : il n’est pas isomorphe 
aux précédents. 

Cas : Groupes à 6 éléments. On étudie (d), (e) et (f). 

Le groupe Z/2Z x Z/3Z est constitué des éléments 


(6,6), (©, 1), (0, 2), (I, Ô), (T, Î) et (T, 2) 


en notant k les classes d'équivalence dans Z /2Z et k celles dans Z/32. Ce groupe est 
cyclique engendré par (1, 1) : il est isomorphe à Z/6Z. 

Le groupe S3 n’est pas commutatif, a fortiori non cyclique, il n’est pas isomorphe aux 
précédents 1. 

Cas : Groupes infinis. On étudie (g), (h) et (i). 


méthode 
On montre que ces trois groupes ne sont pas isomorphes en observant que 
des équations analogues ne proposent pas les mêmes descriptions d’ensembles 
solutions. 


Dans (Q, +), l’équation x + x = 0 possède une seule solution. L’équation analogue 
dans (Q*, x) s'écrit x x x — 1, elle possède deux solutions. Les groupes Q et Q* ne sont 
pas isomorphes. Cet argument peut être repris pour affirmer que (Q*, x) et (Q4, x) 
ne sont pas non plus isomorphes. Reste à étudier si (Q, +) et (Qł., x) peuvent être 
isomorphes ?. 

Pour y élément de (Q,+), l'équation x + x = y possède assurément une solution 
dans Q. Pour y élément de (Q4, x), léquation analogue x x x = y peut ne pas posséder 
de solutions dans Q*, c’est le cas par exemple quand y = 2 où l'équation n’a pas de 
solution car v2 est irrationnel. On en déduit que Q et Q*. ne sont pas isomorphes. 


1. Le sujet 28 p. 29 précisera quels sont les groupes à six éléments possibles. 
2. (R,+) et (Ri, x) sont isomorphes via la fonction exponentielle mais celle-ci n’induit pas d’isomor- 
phisme sur les nombres rationnels. 
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1.5.4 Éléments d'ordres finis 


| Exercice 19 * 
Soit (G,x) un groupe de cardinal n et k un entier premier avec n. Montrer que 
l'application p: x + g” est une permutation de G. | 


Solution 


méthode 
Par le théorème de Bézout, on détermine u € Z tel que x 
de G. 


ku — x pour tout x 


Les entiers n et k étant premiers entre eux, il existe u et v entiers tels que ku + nv = 1. 
Le groupe G étant de cardinal n, on a g” = e pour tout x dans G (Th. 14 p. 8). On 
vérifie alors 


ku 


r" = rkr = gx (a) =rxe” 


=ġ. 
Considérons ensuite l’application d: x = x” définie sur G. Par le calcul qui précède, on 
peut affirmer y o 4%} = yo y = Idg : l'application & est bijective et d est sa bijection 
réciproque. 


Exercice 20 ** 

Soit a un élément d’un groupe G noté multiplicativement. On suppose a d'ordre pq 
avec p et q dans N* premiers entre eux. Déterminer des éléments b et c d’ordres 
respectifs p et q tels que a = be = cb. 


Solution 


méthode 
Par le théorème de Bézout, on introduit u,v € Z tels que pu + qu = 1 puis on 
détermine par une analyse b et c comme des puissances de a. 


Analyse : Si a est le produit be avec b et c commutant et d’ordres respectifs p et q, on 
a a? = PeP = © puis c = Prat (cæ)" aP”. De même, on détermine b = af”. 

Synthèse : Posons b = a et c = a”. On a immédiatement a = bc avec b et c qui 
commutent puisque ce sont des itérés de a. Il reste à déterminer leurs ordres ! 

Soit n € N*. On a b” = 1 si, et seulement si, a? = 1. L'élément a étant d'ordre pq, 
cette égalité a lieu si, et seulement si, pq divise ngv (Th. 13 p. 8) ce qui revient à dire 
que p divise nu. Or p et v sont premiers entre eux en vertu de l'égalité pu + qv = 1. Par 
le lemme de Gauss, on parvient à la condition : p divise n. 

Finalement, b est d'ordre p et l’on montre de la même manière que c est d'ordre q. 


1. On reproduit ici en contexte la démonstration déjà menée dans le sujet 4 p. 10. 


pr 
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Exercice 21 *** 
Soit a et b deux éléments d'ordres respectifs m et n d’un groupe abélien (G.). 


(a) On suppose que m et n sont premiers entre eux. Montrer que ab est d'ordre mn. 


b) On ne suppose plus m et n premiers entre eux, l'élément ab est-il nécessairement 
d'ordre mVn? 


(c) Soit d un diviseur de m. Montrer qu’il existe un élément d'ordre d dans G. 


d) Existe-t-il dans G un élément d'ordre m V n? 


Solution 


a) Par commutativité du groupe, on peut organiser le calcul des itérés 


(ab)™” = (ab)(ab) ... (ab) = ab"? = (a™)” NS, 
V 
mn facteurs 


Inversement, soit r € N* tel que (ab)" = 1. On a alors 
a™ = (ar) = (077)” = (6) 


L'élément a étant d'ordre m, celui-ci divise nr. Or m et n sont premiers entre eux et 
donc m divise r par application du lemme de Gauss. Mutatis mutandis!, n divise r et 
donc mn divise r car m et n sont premiers entre eux. 


1 =l. 


Finalement, ab est un élément d'ordre mn exactement. 


(b) Si b = a! alors a et b ont le même ordre m et ab = 1 est d’ordre 1 : il est possible 
que le produit ab ne soit pas d'ordre m V n. 


(c) On écrit m = dm/ et l’on introduit x = a" € G. On a 


ele a =1 
4> m|km' 


— d|k 


car a est d'ordre m 


en simplifiant par m’ Æ 0. 
L'élément x est donc d’ordre d. 
(d) méthode 


Pour chaque facteur premier p de m ou n, on détermine un élément de G 
d'ordre max(v,(n),v,(m)) où vp désigne la valuation p-adique. 


À partir des décompositions en facteurs premiers de m et n, on peut écrire en autorisant 
les exposants à être nuls 


pa Br 


a fà sE : — 7? q . = 
m=p"... p et n=p .-..p” avec O; = Up (m), fi = va (n). 


1. Locution latine signifiant « En modifiant ce qui doit être changé ». 
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On sait qu’alors 
mV n = pren)... pmax(ar6r) 


Par la question précédente, il est possible de déterminer un élément x; d'ordre pin 3) 


car cet ordre divise m ou n. Puisque les æ:1,...,x. sont d'ordres deux à deux premiers 
entre eux, l'élément x = z1 ... £r est d'ordre m V n par applications répétées du résultat 
de la première question. 


1.5.5 Groupes cycliques 


Exercice 22 ** 
On désire établir que tout sous-groupe d’un groupe cyclique est lui-même cyclique. 
Soit (G,.) un groupe cyclique de générateur a et H un sous-groupe de G. 


a) Justifier l'existence d’un plus petit entier naturel non nul n tel que a” € H. 
Pp- 


(b) Établir que H est alors le groupe engendré par a”. 


Solution 


(a) méthode 
On montre l'existence d’un plus petit entier vérifiant une propriété en obser- 
vant que l’ensemble des entiers concernés est une partie non vide de N. 


Notons À l’ensemble des n € N* vérifiant a” € H. Cet ensemble est une partie non 
vide de N car a°#4(@) = 1 € H (Th. 14 p. 8). Il existe donc un plus petit n € N* tel 
que a” est élément de H. 


(b) méthade 
On reproduit avec les notations en cours la preuve du théorème caractérisant 
les sous-groupes de (Z, +). 


Posons b = a”. Puisque b appartient au sous-groupe H, on sait déjà (b) c H. Consi- 
dérons ensuite x € H. Il existe p € Z tel que x = a? car tous les éléments de G sont des 
itérés de a. Réalisons alors la division euclidienne de p par n : p = ng+r avec 0 Sr <n. 
On a 

a” = aP™ = aP (a") gb EH. 
Or n désigne l’exposant de la plus petite puissance strictement positive de a appartenant 
à H et r est strictement inférieur à n donc r = 0. Par suite x = a" = bi et donc x € (b). 
Finalement, H = (b) et le sous-groupe H est cyclique. 


Exercice 23 ** 


Soit G un groupe cyclique de cardinal n. Montrer que, pour tout diviseur ! d € N* 
de n, il existe un unique sous-groupe de cardinal d dans G. 


1. On a vu que le cardinal d’un sous-groupe divise le cardinal du groupe (voir sujet 9 p. 14) : 
l'hypothèse que d divise n est nécessaire à l’existence d’un sous-groupe de cardinal d. 


m 


1.5 Exercices d'entraînement 


Solution 


méthode 
Par isomorphisme, on peut supposer G = Z/nZ ce qui rend létude plus 
concrète |. 


Soit d un diviseur de n et d’ l'entier tel que dd! = n. Le sous-groupe engendré par d' 
dans Z/nZ est 
H = (d) = {0, d, 2d',..., (d — 1)d'} 
car d' est un élément d'ordre? d dans Z/nZ. Ainsi, il existe au moins un sous-groupe à d 
éléments dans Z/nZ. 
Inversement, considérons un sous-groupe H à d éléments. Pour tout T7 de H, l’ordre 
de 7 divise le cardinal de H et l’on a donc dz = 0. On en déduit que n divise dx puis 


que d’ divise æ. Ainsi, _ E 
ze{0,d,2d,...,(d-1)d}. 
On a alors l'inclusion H C {0, d',2d',...,(d— 1)d’} puis l'égalité car les deux ensembles 
ont le même nombre fini d'éléments. 
| Exercice 24 ** 
Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe abélien (G, .) de cardinaux p et g nombres 


premiers distincts, Montrer que HK = {hk | h € H et k € K} est un sous-groupe 
cyclique de G. 


Solution 

On vérifie que HK est un sous-groupe de G : HK est une partie non vide de G et, 
six = hk et y = k'k’ sont deux éléments de HK (avec hk, h’ € H et k,k' € K), on a par 
commutativité du groupe G 


ay = hkR'Rk) = Rk(RTRTT) = (hh TT) (kkt) € HK. 
Au surplus, on peut affirmer que HK possède au plus pq éléments ÿ. 


méthode 
On construit un élément d’ordre pg dans HK par produit d’un générateur 
de H et d’un générateur de K. 


Les sous-groupes H et K sont cycliques car leurs cardinaux sont premiers ? : on peut 
introduire a et b générateurs respectifs de ces groupes, a est d'ordre p et b d'ordre q. 
Considérons ensuite x = ab € HK et déterminons son ordre. 


1. Ce n’est cependant pas une nécessité. En introduisant x un générateur de Œ, on vérifie par une 
étude analogue à celle qui suit que H = {e, r”, Re ,æ(d-i)# } est l'unique sous-groupe de G de cardinal d. 

2. On vérifie aisément que dd’ est le premier itéré additif de d’ à valoir 0. On peut aussi utiliser le 
résultat du sujet 4 p. 10. 

3. L'application de H x K vers HK qui envoie (h, k) sur hk est surjective : il y a donc moins d’éléments 
dans HK que dans H x K. Cette application est même un isomorphisme de groupes notamment car son 
noyau est réduit au neutre (voir sujet 9 p. 14). 

4. Voir sujet 6 p. 12. 


Chapitre 1. Groupes 


Dans un premier temps, on vérifie par commutativité g”? = (a2)* (b9)? = 1 et donc 
l’ordre de x est inférieur à pq. Soit n € N*. Si x” = 1 alors a”b” = 1. En élevant à la 
puissance q, il vient 416% = 1 avec b”3 = 1 car b est d'ordre g. On en déduit que a"? = 1 
et p divise donc nq. Or p et q sont premiers entre eux car il s’agit de nombres premiers 
distincts, on a donc p diviseur de n. Mutatis mutandis, q divise aussi n et donc pq divise n 
car p et q sont premiers entre eux. 

Finalement, x est d'ordre exactement! pq et l'on peut conclure que HK est cyclique. 


Exercice 25 ** 
Soit G et G’ deux groupes notés multiplicativement. On suppose que le groupe G 
est cyclique engendré par un élément a. 


(a) Soit b un élément de G’. Montrer qu'il existe un morphisme y: G — G” vérifiant 
wa) = b si, et seulement si, b est d'ordre fini divisant celui de a. 


b) Combien existe-t-il de morphismes de (Z/nZ, +) dans lui-même ? 


(b) 
(c) Combien existe-t-il de morphismes de (Z/nZ, +) dans (C*, x)? 


Solution 
On introduit n le cardinal de G ce qui est aussi l’ordre du générateur a. 


(a) Supposons qu'il existe un morphisme p: G — G’. Ce morphisme transforme léga- 
lité a” = 1g en yla)” = le et donc b = g(a) est d'ordre fini divisant n. 
Inversement, supposons que b soit un élément de G’ d’ordre fini divisant n. 


méthode 
Une petite analyse amène à définir y de sorte que yla") = b* pour tout 
exposant k de [0;n — 1]. 


Les éléments de G sont les aë pour k € [0;n — 1] et ces derniers sont deux à deux 
distincts, on peut donc construire une application y: G — G' en posant 


yla") =b pour tout k € [0;n — 1]. 


L'application y vérifie évidemment (a) = b. Montrons qu'il s’agit d’un morphisme. 
Pour x,y € G, on peut écrire x = a, y = af avec k,£ € [0;n— 1]. On a alors sy = a” 
avec m = k+ £ [n] et m € [0;n — 1]. Dès lors g(x)o(y) = bt et p(zy) = b”. Or 
Pordre de b divise n et divise donc aussi m — (k + £). On en déduit btt = b™ puis 
yls)oly) = (zy). 
Finalement, y détermine un morphisme de G vers G” transformant a en b. 


(b) (Z/nZ, +) est un groupe cyclique de cardinal n engendré par a = I. Tous les 
éléments de Z/nZ étant d’ordre divisant n, à chaque valeur b dans Z/nZ correspond 
un morphisme de Z/nZ dans lui-même transformant a en b. Il y a donc exactement n 
morphismes possibles. 


1. Voir aussi sujet 21 p. 23. 


1.6 Exercices d’approfondissement | 


(c) Si p est un morphisme de (Z/nZ, +) dans (C*, x), la valeur z = (I) doit être 
d'ordre divisant n et donc vérifier z” = 1 : c’est une racine n-ième de l’unité. Inversement, 
chaque racine n-ième est d’ordre divisant n et il lui correspond un morphisme envoyant 1 
sur elle-même. Il y a donc autant de morphismes possibles que de racines n-ièmes de 
l'unité, c'est-à-dire n. 


1.6 Exercices d’approfondissement 


| Exercice 26 * (Groupe p-quasi-cyclique de Prüfer) 
Soit p un nombre premier. On pose 


Up= = {z E C| Ik €N, 2" =1}. 


(a) Montrer que U. est un groupe multiplicatif dont tous les éléments sont d'ordre 
finis. 


(b) Montrer que les sous-groupes propres ! de Up= sont cycliques. 


Solution 


(a) On vérifie que U, est un sous-groupe de (C*, x). L'ensemble U,+ est la réunion 
des sous-groupes U,+ des racines p*-ièmes de l’unité. L'ensemble U,+ est donc une partie 
non vide de C* stable par passage à l'inverse. De plus, les U,x sont en progression 
croissante : 


k k+1 k\p 
Upe CUxr car z” =1 gg  — (2? = 


L'ensemble U,+ est donc stable par le produit car la multiplication de deux éléments 
de Up» peut s’interpréter comme le produit de deux éléments d’un même U,x en choi- 
sissant k assez grand. 


Finalement, U, est un sous-groupe de (C*, x) donc un groupe multiplicatif. Par 
définition, ses éléments sont tous d'ordres finis et l’ordre de chacun vaut une puissance 
de p. 


(b) Soit H un sous-groupe propre de Ur. 


méthode 
| On montre que H = U,» en introduisant ? le plus grand k € N tel que Up C H. 


Si par l'absurde, il existe une infinité de k € N vérifiant U,x C H alors H = Upæ car 
l’ensemble Up» est la réunion croissante des U,+. Ceci étant exclu, on peut introduire le 
plus grand k € N vérifiant Up C H. 


1. Un sous-groupe propre d'un groupe (G, x) est un sous-groupe non trivial, c’est-à-dire distinct de {e} 
et G. 


2. On peut aussi introduire, lorsqu'il existe, un élément d’ordre maximal parmi les éléments de H 


| Chapitre 1. Groupes 


Tous les éléments de U,x+1 \ Upe engendrent U,+H. Or ce groupe n'est pas inclus 
dans H et donc H ne contient aucun élément de Up \ U,x. À fortiori, H ne contient 
aucun élément de U, \ Upe pour £ > k et l’on en déduit H C Ups puis H = U,x. Le 
sous-groupe H est donc cyclique. 


| Exercice 27 ** (Sous-groupes additifs de R) 
Soit H un sous-groupe de (IR, +) non réduit à {0}. On pose a = inf{h € H | h > 0} 
(a) On suppose a > 0. Montrer que a appartient à H puis que H = aZ. 
(b) On suppose a = 0. Montrer que H est une partie dense de R. 


(c) En déduire! {cosn | n € N} =f-1;1k 


Solution 

Commençons par souligner l’existence du réel a. Dans le sous-groupe H, il existe un 
élément x non nul car H n’est pas réduit à {0}. Quitte à considérer —x, on peut affirmer 
qu'il existe dans H au moins un élément strictement positif. La partie 


Ht={heH|h>0} 


est donc une partie de R non vide et minorée : on peut introduire sa borne inférieure. 
(a) L'élément 2¢ ne minore pas HY car 2a > a et a est le plus grand des minorants 
de H*. Il existe donc un élément x € H+ vérifiant a < x < 2a. 

Si par l'absurde x > a, on peut encore introduire y € HT tel que a < y < z. La 
différence x — y détermine alors un élément du sous-groupe H strictement positif et 
strictement inférieur à a. Ceci contredit la définition de a comme borne inférieure. On 
en déduit z = a puis a € H. 


méthode 
On obtient l'égalité H = aZ par double inclusion. Écrire aZ = (a) donne une 
première inclusion, la seconde se déduit d’une division euclidienne réelle ?. 


Puisque a est élément du sous-groupe H, ce dernier contient le sous-groupe engendré 
par a : aZ = (a) C H. Inversement, soit x € H. Par la division euclidienne de x par le 
réel a > 0, on écrit x = aq +r avec q € Z et r € [0;a[. On a alors r = x — ag € H par 
opérations dans le sous-groupe H. En effet, x est élément de H et aq est élément de aZ 
donc de H. Si r est strictement positif, c’est un élément de H*. Or ceci est impossible 
car r < a. On a donc nécessairement r = 0 puis x = aq € aZ. Par double inclusion, on 
conclut H = aZ. 


(b) méthode 
| On vérifie x ;y[ N H  Ü pour tous réels x et y tels que x < y. 


1. Ici, la notation À désigne l’adhérence topologique d’une partie, voir le chapitre 3 de l'ouvrage 
Exercices d'analyse MP dans la même collection. 

2. Pour a,b € R avec b > 0, on peut écrire a = bq +r avec q € Z et r € [0;b[ : il suffit de prendre q 
égal à la partie entière de a/b et r = a — bq. 


pr 


es © 


Soit z, y € R avec x < y. Le réel y — x est strictement positif, il ne minore donc pas la 
partie H +, On peut alors introduire h € H tel que 0 < h < y — x. Considérons ensuite p 
le plus petit entier tel que ph > x. Par définition de p, on a l'inégalité (p — 1}h < x ce 
qui entraîne ph < x +h < y. Ainsi, ph est un élément de (h), donc de H, strictement 
compris entre æ et y. 


1.6 Exercices d’approfondissement 


y—r 
3—4 
f T y 
0 h 2h ph 
= ae EE PET NE meit > 


(c) La partie {cosn |n € N} est incluse dans Pintervalle fermé [—1;1] et son adhé- 
rence ! est donc aussi incluse dans cet intervalle : 


{cosn|n € N} c [=1;1} 
méthode 
| {cosn |n € N} est l'image par la fonction cos du sous-groupe Z + 27Z. 


On vérifie aisément? que Z + 27Z est un sous-groupe de (R, +). Si celui-ci est de la 
forme aZ avec a > 0, on peut écrire 1 = ak et 2r = al avec k, £ € Z non nuls car 1 et 2x 
sont deux éléments de Z + 27Z. On en déduit que x est le nombre rationnel 4/2k ce qui 
est absurde. Par conséquent, Z + 27Z est un sous-groupe dense de (R, +). 


Considérons x € [—1;1] et 4 = arccosx. Par densité de Z + 27Z, on peut introduire 
deux suites d’entiers (kp) et (n) telles que 


kn + rln — 6. 
n— +00 
Par parité, périodicité et continuité de la fonction cos, on obtient 


+ cos Ê = z. 


cos |kn]| = cos kn = cos(kn + 274) = 
nato 


Ainsi, + est limite d’une suite d'éléments de { cosn | nE N} 


Exercice 28 *** 


À isomorphisme près, déterminer tous les groupes à 6 éléments. 


Solution 
Soit G un groupe à 6 éléments noté multiplicativement. Ses éléments sont d'ordres finis 
divisant 6 donc d’ordres possibles 1, 2, 3 ou 6. 


1. Rappelons qu’un réel appartient à l’adhérence d’une partie À de R lorsqu'il est limite d’une suite 
d'éléments de À. 
2. Éventuellement, consulter le sujet 11 p. 16 ou remarquer Z + 2rZ = (1,2%). 


Chapitre 1. Groupes 


S’il existe un élément d'ordre 6 dans G, celui-ci engendre G qui est donc cyclique 
isomorphe à Z/6Z. On suppose désormais ce cas exclu. 


méthode 
| Il existe! dans G un élément d'ordre 3. 


Par l'absurde, si un tel élément n'existe pas, tous les éléments de G, sauf le neutre, 
sont d'ordre 2 : chaque élément est égal à son inverse et le groupe est commutatif car 


zy = (zy) t =y a 
Soit a et b deux éléments de G distincts et distincts de 1. Le produit ab est nécessairement 
distinct de 1, a et b. Introduisons encore un nouvel élément c distinct des précédents. 
On connaît alors 5 éléments dans G : 1, a, b, ab et c. Les produits ac et be sont forcément 
distincts des éléments précédents? et sont donc égaux car G n’a que six éléments. On en 
déduit a = b ce qui est absurde 3. 
Notons a un élément d'ordre 3 de G et b un élément n’appartenant pas au groupe 
engendré par a. Les deux éléments ab et a?b complètent 4 alors le groupe G : 


G= 11,0, a? b, ab, ab} - 


yx pour tous z, y € G. 


méthode 
On calcule b? et ba en se rappelant que G ne comporte pas d'éléments d'ordre 6. 
On pourra ensuite déterminer la table d'opérations de G. 


L'élément b? est immédiatement différent de b, ab et a?b. L'élément b? est aussi différent 
de a car sinon b serait un élément d’ordre 6, situation que nous avons exclue. Le même 
argument assure que b? est différent de a?. Il reste b? = 1. 

L'élément ba ne peut être ni 1, ni a, ni b, ni a?. Si ba = ab, les éléments a et b commutent 
et l’on vérifie que ab est d'ordre 6 ce qui est exclu. Il reste ba = a?b. 

On peut alors former la table d'opérations de G qui est identique à celle du groupe 
symétrique S3. 


|i a aœ b ab ab 

1 1 a œ b ab ab 
ala a@ 1 ab ab b 
a? | a? 1 a ab b ab 
b b ab ab 1 a? a 
ab | ab b ab a 1 a? 
a2b | a?b ab b a? a 1 


En résumé, à isomorphism près, il existe deux groupes à 6 éléments : ce sont (Z/6Z, +) 
et (S3, o). 


1. Pusage du lemme de Cauchy (sujet suivant) résout automatiquement cette question. 
2, ac £ 1 car c n’est pas a7} = a, ac Z a car c n’est pas 1, ac Æ b car c £ a lb = ab, etc. 

3. Un groupe fini dans lequel z? = 1 pour tout x a un cardinal qui est une puissance de 2 : voir le 
sujet 27 du chapitre 4 de ouvrage pou d’algèbre et de probabilités MPSI dans la même collection. 


4. Encore une fois, ab £ 1 car b £ a?, ab Æ a car b Æ 1, ab Æ a? car b £ a, etc. 


5. Et ce n’est même pas nécessaire de le vérifier ! Ce qui importe est que cette table soit entièrement 
calculable. Sachant que S3 est un groupe à 6 éléments non cyclique, il a forcément la même table. 


pr 
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Exercice 29 *** (Lemme de Cauchy) 
Soit G un groupe fini noté multiplicativement. Soit p un nombre premier divisant le 
cardinal n du groupe G. On ambitionne de montrer qu’il existe dans G au moins un 
élément d'ordre p. On introduit pour cela l’ensemble | 


E = { (9,92, ---;9p) € @ | gig2... 9 = 1} 


et la relation d'équivalence R sur E déterminée par 


(no NP (nes 


où l’on adopte une notation circulaire : g,41 = g1, 9p+2 = 92, etc. Plus précisément, 
on pose gi = g; pour à = j [p]. 
(a) Déterminer le cardinal de E. 


hp) <= Jk EZ, Viefl;p], hi = ie 


(b) Montrer qu'une classe d'équivalence pour la relation R est de cardinal 1 ou p. 


(c) En déduire l’existence d’un élément g # 1 vérifiant g? = 1. 


Solution 

Deux éléments de E sont en relation par R si, et seulement si, ils se correspondent par 
permutation circulaire. Cette relation est évidemment réflexive, symétrique et transitive : 
c'est bien une relation d'équivalence. 


(a) L'ensemble E est en bijection avec GPTt via l'application qui à (g1,..…, 9p) asso- 
cie (91, .. -, gp-1)- En effet, la condition g199... gp = 1 suffit à déterminer Jp en fonction 
des éléments g1,...,p-1 : Jp = (g1...9p-1) *. On en déduit 


Card(E) = Card(GP-1) = n”™t, 


(b) Étudions la classe d'équivalence de (g1, g92,..., gp) choisi dans E. Ses éléments sont 
les permutations circulaires (g4411,g9r+2,...,9k+p) avec k € [0 ;p — 1] (pour les autres 
valeurs de k € Z, on obtient seulement des redites des éléments déjà listés). 


méthode 
On montre que si parmi les éléments ci-dessus, il y en a deux identiques alors 
(91,92, ---, 9p) est de la forme (g,g,...,g). 


Supposons qu'il existe k, £ € [0 ;p — 1] avec k < £ tels que 


(9k+1, 9h22; re. ,Ik+p) = (geri; 8+2- Jp) 


On a donc gepi = ge+i, d’abord pour tout i € [1;p], puis pour tout i € Z car gi = gj 
dès que i = j |p]. En notant q = k — £ € [1;p — 1], on a alors g+4 = gi pour tout i 
de Z, puis, par récurrence, giing = gi pour tout n € N. L'entier p étant premier et q 
étant strictement inférieur à p, les entiers p et q sont premiers entre eux ce qui permet 
d'introduire n € N* tel que ng = 1 [p]. On obtient alors gi+ı = g; pour tout à € Z. 


Chapitre 1. Groupes 

En résumé, soit les (ge11,9k12,..., Jk+p) pour k allant de 0 à p — 1 sont deux à deux 
distincts, auquel cas il y en a p, soit g1 = 92 = -+` = gp auquel cas la classe d'équivalence 
de (91,92, -- -, 9p) se limite à un seul élément. 


(c) méthode 
Le cardinal d'un ensemble muni d’une relation d’équivalence est la somme des 
cardinaux de ses classes d'équivalence. 


Notons a le nombre de classes de d'équivalence de cardinal 1 et b le nombre de classes 
d'équivalence de cardinal p. Les classes d'équivalence réalisant une partition de F, on a 
l'égalité 

Card(E) =ax1+bxp. 


L'entier p divisant le cardinal de Æ, il divise a. Or a est non nul car la classe d’équi- 
valence de (1,1,...,1) € E est de cardinal 1. On en déduit a > 2 et donc l'existence 
de (91,92, ---, 9p) Æ (1,...,1) tel que gı = ge = + = gp €t 9192- - -Jp = 1. Ceci suflit à 
prouver l'existence! d'au moins un élément g € G tel que g? = 1 et g # 1. 


Exercice 30 *** (Description des sous-groupes 7?) 
Dans ce sujet, on étudie les sous-groupes de (Z?, +). 
(a) Soit e1 = (21,1) et e2 = (x2, y2) deux éléments de Z?. Montrer 


T1 T2 
Yi Y2 


(e1, €2) = 7? <> sels 


Soit H un sous-groupe de Z? non réduit au neutre. On note d le plus petit PGCD de x 
et y pour (x, y) parcourant H \{(0,0)} et l’on introduit (uo, vo) € Z? et (£o, yo) € H 
tels que d = uozo + voyo. 

(b) Soit (u,v) € Z?. Montrer qu’il existe a, € Z tel que 


fe = {uz + vy | (z, y) € H} Gr Qu, ub. 


(c) Déterminer aus ,vo- 


On introduit e1 = (£1, Y1) et e2 = (£2, Y2) avec 


To Yo 
sn £a = —Vg et Ye = Uo. 


DETTE Yi FE 


(d) Montrer que (e1, e2) = Z? et qu'il existe n € N tel que (de1, nez) = H- 


(e) Vérifier que d divise n. 


1. Plus précisément, il existe a éléments vérifiant g” = 1 et, en mettant le neutre à part, on peut 
affirmer qu’il y a a — 1 = —1 [|p] éléments d'ordre p dans G. 


a 


1.6_ Exercices d'approfondissement 
Solution 
méthode 


| Dans un groupe commutatif! (a, b} = {akbt | k, E Z} 
| En notation additive (a,b) = {ka + 4b | k,£ € Z}. 


(a) Le groupe Z? est engendré par (1,0) et (0,1). Les éléments e1, €2 engendrent Z? 
si, et seulement si, il existe a, b, c, d entiers tels que 


(1, 0) = ae, + bez 
(0, 1) = Ce + des. 


Matriciellement, ce système s'écrit 


T1 T2 a c) /10 

Yı y2 b d E 0 1} 
On conclut en rappelant qu’une matrice à coefficients entiers est inversible d’inverse à 
coefficients entiers si, et seulement si, son déterminant vaut? +1. 


(b) méthode 
| Les ensembles de la forme aZ sont les sous-groupes de (Z, +) (Th. 4 p. 5). 


Hay est une partie de Z non vide et stable par différence : c'est un sous-groupe de 
(Z, +) et l’on peut donc l'écrire a, „Z avec auw € N. 


(c) L’entier d appartient à Hu €t est donc multiple de Quo, vo: Inversement, on peut 
écrire Qug,vo = UoT + voy avec (x,y) € H, (x,y) non nul, et donc a, est multiple du 
PGCD de g et y qui est supérieur à d. On en déduit duo 09 = d. 


(d) Les couples e; et e2 sont des éléments de Z? vérifiant la condition de la première 
question car 
UoXo + voyo 
d 


Les éléments e; et ez constituent une partie génératrice de Z?. Tout élément (x, y) de Z? 
peut donc s'écrire ae: + bez avec a,b € Z. Après résolution, on obtient 


T1Y2 — T2Y1 = = 1. 


a=  Y2E — Lo 
b = -yx + £y. 


Si (æ,y) € H, a € Hy, -e = Hu = dZ et b € Hy, = nZ en introduisant 
l'entier n = y, Le sous-groupe H est donc inclus dans le groupe engendré par de; 
et nez. 


1. Voir sujet 2 p. 9. 
2. Voir sujet 25 du chapitre 10 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI. 


E Chapitre 1. Groupes 


Inversement, de appartient à H car on reconnaît (xo, yo). Pour conclure, il ne reste 
plus qu’à vérifier l'appartenance de nez à H. 
Puisque nZ = H_,,x,, on peut introduire (x, y) € H tel que 


m= yt Fry: 
Sachant z1y2 — z241 = 1, il vient après quelques calculs 
nez = (x,y) — (gaz — zzy)(21, Y1)- 
Or yax — moy € Hire = Huo,vo = dZ et, en écrivant cet entier dl, on obtient 


nes = (x,y) — l(zo, yo) € H. 


(e) méthode 
| On introduit 6 le PGCD de d et n et l’on détermine un élément (x,y) de H 
| vérifiant z Ay = ô. 


Par une relation de Bézout, on écrit à = ud + un avec u,v € Z puis on considère 


(x,y) = u( de1 ) + v(nez) = (udzı + one, udyı + vnya) € H. 


er er 
€H EH 


Le couple (z, y) west pas nul car les vecteurs e1 et ez sont linéairement indépendants et 
les coordonnées ud et vn ne sont pas toutes deux nulles puisque ô # 0. 


Le PGCD de x et y divise 


zye — y1) + Y(a1 — T2) = ud + vn = ô. 
TiY2—Tayi=l 


Or 6 divise aussi d qui est le plus petit PGCD des éléments (x,y) non nuls de H. On en 
déduit x A y = 6 = d ct, en particulier, d = ô divise n. 


CHAPITRE 2 


Anneaux 


K désigne R ou C. 


2.1 Structure d’anneau 


2.1.1 Anneau 


Définition 
On appelle anneau tout triplet (A, +, x) formé d’un ensemble À et de deux lois de 
Fu internes + et x sur À vérifiant : 
| 1 (A, +) est un groupe abélien de neutre noté 0 (ou 04); 
| x est nr et possède un neutre dans A noté 1 (ou 14); 
| 3) x est distributive sur +. 
Si de plus, la loi x est commutative, on dit que l'anneau est commutatif. 


(Z, +, x), (R, +, x), (C, +, x) et (K[X], +, x) sont des anneaux commutatifs. 


L'ensemble F(X,K) des fonctions numériques définies au départ d’une partie X est un 
anneau commutatif pour les opérations usuelles sur les fonctions numériques. 


(Mn(K), +, x) est un anneau. Il n’est pas commutatif dès que n > 2. 


Si E désigne un K-espace vectoriel, (£(E), +, o) est un anneau. Il n’est pas commutatif 
dès que dim E > 2. 


Rappelons que l’ensemble A* des éléments inversibles d’un anneau À est un groupe 
multiplicatif. 
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2.1.2 Anneau produit 


Soit (A1, +, X),...,(4n,+, X) des anneaux et À = A1 X+: X An. On définit des lois + 


et x sur À en posant (avec des notations entendues) 
déf 
Yn) = 


dé 
»Yn) = (ai Xp 


(tiesin) + (y... (i +Y En + Un), 


Ha 


(aires En) X (V1... D X Un) 


| Théorème 1 
L'ensemble A muni des lois + et x définies ci-dessus est un anneau de neutres 


AO a et E a a a aE | 
Un élément (a1,...,a) de À est inversible si, et seulement si, les a1,...,a, le sont tous 
et alors (appe gta) = (oi yeta N: 


2.1.3 Sous-anneaux 


Définition 
On appelle sous-anneau de (A, +, x) toute partie B de A contenant! 14 et stable 
par différence et produit : x — y € B et zy € B pour tous x et y dans B. 


Théorème 2 | 
Si B est un sous-anneau d’un anneau (A, +, x) alors (B,+,x) est un anneau? de | 
| mêmes neutres que À. 


2.1.4 Corps 

Définition 

On appelle corps tout anneau commutatif (K, +, x) non réduit à {0x} et dont tous 
les éléments, sauf le nul, sont inversibles. 

(Q, +, x}, (R, +, x}, (C, +, x) et (K(X), +, x) sont des corps. 

Définition 

On appelle sous-corps d’un corps (K, +, x) tout sous-anneau L de K contenant les 
| inverses de ses éléments non nuls : 


| 


VreL, x£0rx — reL. 


Théorème 3 
Si L est un sous-corps d’un corps (K, +, x) alors (L,+, x) est un corps. 


1. On vérifie l'appartenance de 14 et non seulement B 5 : 2Z est non vide, stable par différence et 
produit mais n’est pas un sous-anneau de Z. 
2. Les lois + et x sur B sont les lois induites sur la partie B par les lois sur À. 


2.1 Structure d'anneau 


2.1.5 Morphismes d’anneaux 


Soit (A, +, x) et (4’,+, x) deux anneaux. 
Définition 

| On appelle morphisme de l’anneau À vers l’anneau A’ toute application y: À — 4’ 
vérifiant w(14) = 1x et, pour tous x et y de À, 


plz +y) =¢plz)+ ply) et gley) = v(x)v(y). 
Un morphisme d’anneaux est en particulier un morphisme de groupes additifs ce qui 
permet d'affirmer les propriétés calculatoires 


y(0a)=0x, g(—r)=-—y(s) et y(nz)}=np(x) pour tous g € A ct n € Z. 


On a aussi p(z?) = (x)? pour tout z € A et tout p € N, et 
x inversible — (ex) inversible et y(x)7t = p(a=)) 


En tant que morphisme de groupes additifs, on peut introduire l’image et le noyau d’un 
morphisme d’anneaux. L'image est un sous-anneau de Panneau d'arrivée mais le noyau 
n’est généralement pas un sous-anneau de l'anneau de départ : c'est un idéal t. 
Définition 

| Un isomorphisme d’anneaux est un morphisme d’anneaux bijectif. 
La composée de deux isomorphismes est un isomorphisme. Il en est de même pour la 
bijection réciproque d'un isomorphisme. 
Lorsqu'il existe un isomorphisme entre deux anneaux, ceux-ci sont dits isomorphes : ils 
sont parfaitement identiques d’un point de vue calculatoire. 


2.1.6 


Dans un anneau (A, +, x), un produit est nul dès qu’un facteur est nul 


intégrité 


V(a,b) € 4, (a=04 oub=04) = ab=04. 


La réciproque peut cependant être fausse : le produit de deux matrices carrées non nulles 
peut être nul! 

Définition 

On dit qu’un élément non nul de l’anneau À est diviseur? de zéro s’il existe un élément 
non nul b de À vérifiant ab = 04 ou ba = 04. 


Si l’on peut écrire ab = 04 avec a et b non nuls, a et b sont des diviseurs de zéro. On ne 
considère pas que 04 soit un diviseur de zéro. 


Les éléments inversibles d’un anneau ne sont jamais diviseurs de zéro. 


1. Voir sujet 5 p. d4. 
2. Ce vocabulaire ne doit pas être confondu avec celui de larithmétique. 
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Définition 

| On dit qu’un anneau (A, +, x) est intègre s’il west pas réduit à {04} et s’il ne possède 
| pas de diviseurs de zéros. 

(Z, +, x) et (K[X], +, x) sont des anneaux intègres. 

Les corps sont aussi des anneaux intègres. 


Théorème 4 
Dans un anneau intègre (A, +, x), on dispose de l'implication d’intégrité 


V(a,b) € A°, ab=04 — (a = 04 ou b = 04). 


Dans un anneau intègre, les éléments non nuls sont réguliers : pour tous a,b,c E€ À 


(ab=aceta£04) = b=c, 
(ba = ca et a £ 04) b=—c. 


2.2 Idéal d’un anneau commutatif 


Soit (A, +, x) un anneau commutatif. 


2.2.1 Idéal 

Définition 
| On appelle idéal de l'anneau (A,+, x) toute partie I de À non vide, stable par 
| addition et vérifiant la propriété d'absorption : 


Va € A,Vrel, azel. 


Les idéaux sont en particulier des sous-groupes additifs. 
{04} et À sont des idéaux de (A, +, x), ce sont ses idéaux triviaur. 


Théorème 5 
Si I et J sont deux idéaux de (A, +, x) alors 
a) INJ est un idéal inclus dans J et J et contenant tout idéal inclus dans Z et J. 
b) I+J as {a Hy | sele J} est un idéal contenant T et J et inclus dans tout | 
idéal contenant T et J. 


2.2.2 Idéal engendré par un élément 


Définition 
On appelle idéal engendré par un élément x de À l’ensemble 


rA g {zu |u € A} 


m 


= 


Lorsqu'un idéal peut être décrit comme engendré par un élément, on dit qu’il est principal. 


2.2 Idéal d'un anneau commutatif 


| Théorème 6 
| zA est un idéal contenant l'élément x et inclus dans tout idéal contenant x. 


2.2.3 Idéaux de Z et de K|X] 


Théorème 7 
Les idéaux de (Z, +, x) sont les nZ avec n € N. 
Les idéaux de (K|X], +, x) sont les P K[X] avec P € K[X]. 


Autrement dit, les idéaux de Z sont principaux. On dit que encore que l'anneau Z est 
principal. L'anneau K[X] est aussi principal !. 


2.2.4 Divisibilité 

Soit (A, +, x) un anneau intègre et commutatif. 

Définition 
Soit a et b deux éléments de A. On dit que a divise b s’il existe u € A tel que b = au. 
On note alors a | b et l’on dit que a est un diviseur de b ou encore que b est un 
multiple de a. 

14 divise a et a divise a. Tout élément de A divise 04 mais 04 ne divise que lui-même. 


Signifier que b est un multiple de a s’écrit encore b € aA. Une divisibilité peut alors 
s’interpréter en terme d’inclusion d’idéaux : 


a|b «<= bAC ad. 


2.2.5 PGCD, PPCM et idéaux 


Soit a et b deux entiers. Par opérations sur les idéaux, aZ + bZ et aZ N bZ déterminent 
deux idéaux de Z. Ceux-ci peuvent s’écrire dZ et mZ avec d et m naturels. 


Théorème 8 
Soit a,b € Z, Les entiers naturels d et m tels que 


aZ+bZ=dZ et aZNbZ =mz 


| 
| sont respectivement les PGCD et PPCM de a et b. 


On dispose de la même interprétation dans le cadre des polynômes : 


1. Les deux anneaux Z et K[X] ont des propriétés communes du fait de l'existence d’une division 
euclidienne sur ceux-ci. 
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Théorème 9 
Soit P,Q € K[X]. Des polynômes D et M de K[X] tels que 


PK[X] + QKIX] = DKIX] et PK[X]NQK[X] = M K[X] 


| sont respectivement dest PGCD et PPCM de P et Q. | 


2.3 L'anneau Z/nZ 


Soit n, m € N*. 


2.3.1 Présentation 


Théorème 10 
(Z/nZ, +, x) est un anneau commutatif à n éléments. 
Les éléments inversibles de Z/nZ sont les m pour m entier premier avec n. 


En particulier, (Z/nZ, +, x) est un corps si, et seulement si, n est un nombre premier. 


2.3.2 Théorème des restes chinois 


Pour k € Z, on peut considérer les classes de k modulo mn, modulo m et modulo n. On 
notera distinctement celles-ci : k, k et k. 


Théorème 11 (Théorème des restes chinois) 
Si m et n sont deux entiers premiers entre eux, les anneaux Z/mnZ et Z/mZxZ/nZ 
sont isomorphes par l'application k + (k, k). 


Si l’on dispose de la relation de Bézout mu + nv = 1, l’isomorphisme réciproque est 
Papplication : O _ 
(à, b) = anv + bmu. 


2.3.3 Fonction indicatrice d'Euler 
Définition 
On appelle fonction indicatrice d’Euler l'application p: N* — N* définie par 
y(n) = Card({k € [lin] |kAn=1}). 


p(n) représente le nombre de générateurs du groupe (Z/nZ,+) ou, ce sont les mêmes 
éléments, le nombre d'éléments inversibles de Panneau (Z/nZ, +, x). 


1. Tout polynôme associé à un PGCD de P et Q est encore un PGCD de P et Q et inversement. 
Lorsque P et Q ne sont pas tous deux nuls, on peut parler du PGCD de P et Q en privilégiant parmi les 
polynômes associés celui de coefficient dominant égal à 1. On a une remarque analogue pour le PPCM. 


pr 


2.4 Exercices d'apprentissage 


Si p est un nombre premier et œ € N*, on a olp“) =p" -pL 
Si m,n € N* sont premiers entre eux, on établit la formule (mn) = p(m)p(n) à Paide 
du théorème chinois. On en déduit le résultat suivant : 


Théorème 12 | 
Si la décomposition en facteurs premiers de n > 2 s'écrit n = pf'...p®r alors | 


vn =n] (1-5) 


k=1 


Il suffit donc de déterminer les facteurs premiers de n pour savoir calculer (n). 


Théorème 13 (Théorème d’Euler) 


Soit a € Z et n € N*. 
aAn=i = af) =] in]. 


Si p est un nombre premier, (p) = p — 1 et l’on retrouve le petit théorème de Fermat : 


a 0 = a! =1 [p]. 


2.4 Exercices d'apprentissage 


2.4.1 Généralités sur les anneaux et les corps 


Exercice 1 
L'ensemble des nombres décimaux est 


D={inezken) 


(a) Montrer que D est un sous-anneau de (Q,+. x). 


(b) Déterminer ses éléments inversibles. 


Solution 


(a) méthode 
| On vérifie que D contient 1 et est stable par différence et produit. 


D est évidemment une partie de Q contenant 1 car on peut écrire 1 = 1/10°. Soit x 
et y deux éléments de D. On écrit x = n/10% et y = m/10* avec n,m € Z et k,£L € N et 


alors 
n10{ — m10* 
T—Yy—= — € D et zy= 


Tee €D. 


nm 
104+ 


Ainsi, D est un sous-anneau de (Q, +, x). 
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(b) méthode 
Les éléments non nuls de D sont assurément inversibles dans Q : on recherche 
ici ceux dont l’inverse est aussi dans D. 


Un élément x € D est inversible dans l'anneau D si, et seulement si, il existe y € D 
vérifiant sy = 1. En écrivant x = n/10Ÿ et y=m/10* avec n,m € Z et k,£ € N, 
ay=l = m= 10F TE 
= n | 104+, 
Si x est inversible dans D, les seuls facteurs premiers possibles de n sont 2 et 5. Au signe 


près, l’entier n s'exprime comme un produit de puissances de 2 et de 5. Le nombre x 
s'écrit alors +2P54 avec p,q € Z. La réciproque est immédiate et, finalement, 


D* ={+25|p,ge Z}. 


Exercice 2 
Soit œ € N tel que ./a ¢ Q, on note 


Q{Val = {a + bva | a,b € Q}. 


| Montrer que Qiya] est un corps pour les opérations usuelles. 


Solution 


méthode 
| On vérifie que Q|Va] est un sous-corps de (R, +, x). 

Q[va] est une partie de R contenant 1 car on peut écrire 1 = 1 + 0/a. Soit x et 
y deux éléments arbitraires de Q[Va]. On écrit x = a + ba et y = a + b'V/a avec 
a, b,a/,b € Q et alors 
z—y=(a—a)+(b-b)VaeQ[Val et zy = (aa + bb'a) + (ab + ab) Va € Qfva] 

w w 


EQ EQ EQ EQ 


Ainsi, Q[Va] est un sous-anneau de (R, +, x). 


De plus, si x # 0, on peut multiplier numérateur et dénominateur par la quantité 
conjuguée ! a — b./a et l’on obtient 


1 1 a — bya a b Ja Q[Val. 


z a+bya a—-ab a? -ab a? -— ab? 
y 


EQ €Q 


Finalement, Q[va] est un sous-corps de (R, +, x) et c’est donc un corps? pour les 
opérations usuelles. 


1. Celle-ci est non nulle car y/a est nombre irrationnel. 
2. Lorsque v/a € Q, on remarque Q[va] = Q et la conclusion reste vraie. 


2.4 Exercices d'apprentissage 


| Exercice 3 | 
Soit a un élément inversible d’un anneau À. Vérifier que l'application f: £ => aga™* 
est un isomorphisme de l'anneau A vers lui-même !. | 


Solution 
L'application f est bien définie au départ de À et à valeurs dans A. 


méthode 
On vérifie que f transforme la somme en la somme, le produit en le produit 
mais aussi le 14 en le 14. 


On a immédiatement f(L4a) = alaa ! = 14. Soit x,y € À. Par distributivité 
fe +y) = ax +y)a™' = (ax +ay)a = aza™' + aya * = f(x) + f(y). 
Aussi, en écrivant « astucieusement » 14 = a`la, on obtient par associativité, 
f{ay) = arya | = at(a-‘a)ya”* = (aza™!) (ayat) = f(x)f(y). 


L'application f est donc un morphisme de Panneau A. Étudions sa bijectivité. Soit y € A. 
On résout l'équation f(x) = y d’inconnue x € À : 


f£) =y = arta =y 


1 —1L 


> za =a "y 


en multipliant à gauche par a 


= r= lya en multipliant à droite par a. 
L'application f est donc bijective d'application réciproque y œ a” tya. 
Finalement, f est un isomorphisme de l'anneau À vers lui-même. 


Exercice 4 
Dans un anneau À, on étudie l'équation 4? = 14 d’inconnue g € À. 
(a) On suppose l’anneau À intègre. Résoudre l'équation introduite. 


(b) Observer que l'équation peut posséder d'autres solutions que les précédentes 
lorsque l’anneau À est l’un des anneaux non intègres suivants : Z?, Z/8Z et Ma(R). 


Solution 


(a) méthode 
Dans un anneau intègre, on peut résoudre une équation en factorisant une 
égalité à 04. 


Soit x € À. 


am = 14 z? — 14 = 04 
+ (x — 14)(x + 14) = 04. 


1. On peut parler d’automorphisme de l'anneau À. 
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Dans un anneau intègre, un produit est nul si, et seulement si, l’un des facteurs est nul : 
2214 = (x 14 = 04 ou & +14 = 04). 
L’équation étudiée possède donc deux ! solutions 14 et —14. 


(b) Dans Z2, l'équation z? = 14 se relit (k, £? = (1,1) avec x = (k,£) € Z?. Celle-ci 
possède 4 solutions : 12 = (1,1), —1y2 = (—1,—1) mais aussi (1,—1) et (—1,1). 
Dans 2 on peut calculer les carrés des 8 éléments 0,1,...,7. Les a de 
l'équation x? = I sont 1, 3, 5 et 7 = —1. 
Dans M(R), les solutions de l'équation M 2 — I, sont les matrices de symétrie. Hormis 
les matrices L et —Iz, ce sont les matrices ? 


C :) avec a?+bc= 1. 
c —a 


2.4.2 Idéaux 


Exercice 5 
Vérifier que le noyau d’un morphisme d'anneaux est un idéal. 


Solution 
Soit A et A’ deux anneaux avec À commutatif* et f: À — A’ un morphisme d’anneaux. 
On étudie l’ensemble 7 = Ker( f) des solutions de l'équation f(x) = 0x. 


méthode 
On vérifie que 7 est une partie non vide stable par addition et qu'elle satisfait 
la propriété d'absorption : ax € I pour tout a € À et tout x € T. 


L'ensemble 7 est une partie non vide de À car f(04) — 04. Soit x et y deux éléments 
de I. Par morphisme on a f(x +y) = f(x) + f(y) = O4 et donc x+y € T. Soit de plus a 
un élément de A. Par morphisme on a aussi f(ax) = f(a)f(x) = O4 car f(x) est nul. 
On en déduit que ax est effectivement élément de T. 

Finalement, I est un idéal de A. 


Exercice 6 
Soit À un anneau commutatif. 


(a) Que dire d’un idéal de À qui contient le neutre 14 ? 


| (b) Quels sont les idéaux d’un corps K ? 


1. Ces solutions peuvent exceptionnellement être confondues : c’est le cas lorsque A = Z/2Z. 
2. Voir sujet 10 du chapitre 9 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPST. 
3. Le programme limite la notion d’idéal aux anneaux commutatifs. 
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2.4 Exercices d'apprentissage 
Solution 
a) méthode 
| Par la propriété d’absorption, un idéal 7 qui contient 14 doit contenir A. 
Soit J un idéal de A contenant l’élément 14. Pour tout a € À, on peut écrire a = ala 


et donc a € Î car c’est le produit d’un élément de À par un élément de l'idéal J. Par 
double inclusion, on conclut À = I. 


b} Soit 7 un idéal d’un corps K. Si I # {0x} alors I contient un élément x non 
nul. Dans le corps K celui-ci est inversible ce qui permet d’introduire x71. La propriété 
d'absorption de l’idéal donne ax € 1 pour tout a € K. En particulier, pour a = #1, on 
obtient 1x € I et donc 7 = K. En résumé, en dehors de {0x}, le seul idéal d’un corps 
est lui-même. 


2.4.3 Équations et systèmes en congruence 


Exercice 7 (Équations modulaires) 
Résoudre les équations suivantes d’inconnue x € Z 


(a)6x+22=0 [11] (b) 6x +2= 0 [10] _(@62+2=0 [9]. 


Solution 
(a) méthode 
|| Une équation modulo n a une expression équivalente dans Z/n7. 


On considère les classes d'équivalence dans Z/11Z 


6x +2=0 H1] — 67 + 


<= T= en ajoutant —2 = 9 de part et d'autre. 


Puisque 6 est premier avec 11, 6 est inversible dans Z/11Z (Th. 10 p. 40) et son inverse 
est 1 2. 


6x+2=0 [11] 
car 18=7 [11] 


Les solutions de l'équation étudiée sont donc? les 7 + 11k avec k € Z. 
(b) méthode 


La démarche précédente ne peut être immédiatement reprise car 6 n’est pas 
inversible dans Z/10Z : on réduit l'équation en simplifiant par 2. 


1. Cet inverse peut être déterminé en testant différentes valeurs ou en rappelant que, si m est premier 
ävec n, l'inverse de m modulo n est le facteur u d’une relation de Bézout mu + nv = 1. 

2. En congruence modulo 11, il n’y avait que 11 valeurs à tester pour trouver les solutions, on aurait 
pu les étudier toutes... En congruence supérieure, la démarche présentée ici devient efficace. 
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On a 
6r+2=0 10] = 3r+1=0 [5]. 


On considère les classes d'équivalence dans Z/5Z. 3 est inversible d’inverse 2. 
3z +1=0 [5] => 37+1=0 
<> 37-14 
<> 7T=3 car 2x4=8=3 [5]. 
Les solutions de l'équation sont les 3 + 5k avec k € Z. 
(c) méthode 


Encore une fois 6 n’est pas inversible dans Z/9Z. Cependant, ici aucune ré- 
duction n’est possible. 


3 divise 6x et divise 9 mais ne divise pas 2 : il ne peut pas y avoir de solutions à 
l'équation étudiée. 


Exercice 8 (Systèmes chinois) 
Résoudre les systèmes suivants d’inconnue x € Z. 


k Y, æ=7 [9] 
E EL EEE 
Solution E | 
méthode 


| Lorsque les entiers m et n sont premiers entre eux, on peut écrire une relation 
de Bézout mu + nv = 1 avec u,v € Z. Les entiers y = nu et z = mu sont alors 
solutions des systèmes 


e: [ml a = [im] 


y = 0 [n] z=1 [n]. 
(a) Les entiers 5 et 9 sont premiers entre eux et l’on peut écrire —-7 x 5+ 4x 9=1. 
L'entier 


xz=2x4x9 +3 x (-7) x 5 = -33 
nu nr 


nuU mu 


est alors solution du système et donc 


æ =2 jö] x = —33 [5] 
OS nn: [ol 


Par le théorème des restes chinois (Th. 11 p. 40). 


z = —33 [5] 
f = —33 [9] 


<— r = —33 [45] 


Ni 


<> r 12 [45]. 


Finalement, les solutions du système sont done les 12 + 45k avec k € Z. 


2.5 Exercices d'entraînement 


(b) méthode 
|| On résout les deux équations du système avant d'exploiter le théorème chinois. 


Les solutions du système sont les 26 + 56k avec k € Z. 


(c) On utilise deux fois le théorème chinois : 


= x=7 [9] 
Na K ai sa [35] 
<= z= 223 [315]. 


2.5 Exercices d'entraînement 


2.5.1 Anneaux et corps 


Exercice 9 * 
| Soit (À,+, x) un anneau intègre de cardinal fini. 
(a) Soit a € À non nul. Montrer que x + ax définit une permutation de À. 


(b) En déduire que tout élément non nul de (A, +, x) est inversible. | 


Solution 
(a) Notons f: A — A l'application déterminée par f(x) = ax. 


méthode 
| On établit la bijectivité de f par injectivité et un argument de cardinalité. 


Soit x et y deux éléments de A. Supposons f(x) = f(y) c'est-à-dire ax = ay. Par 
différence et factorisation, a(x — y) = 04. Or l’anneau À est intègre et a est non nul, on 
a donc g — y = 04 (Th. 4 p. 38) et par conséquent ! x = y. L'application f est donc une 
injection de À dans À. Cependant, l’ensemble À est fini et l'injection f est nécessairement 
bijective. 


1. On retient que dans un anneau intègre ax = ay — x = y dès que a est non nul : on dit que les 
éléments non nuls d’un anneau intègre sont réguliers. 
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(b) Soit a € A différent de 04. Par la surjectivité de l’application f, on peut introduire 
un élément b € A tel que ab = l4. Il reste à vérifier ! ba = 14 pour pouvoir conclure 
que a est inversible (et que b est son inverse). 


méthode 
| On compare f(ba) et f(14). 


Par associativité, f(ba) = a(ba) = (ab}a = a et donc f(ba) = f(14). Par l'injectivité 
de f, on en déduit légalité ba = 14. On peut alors conclure que a est inversible. 


Pour d € N, on note Ag = {(x,y) € Z? | d divise y —x}. 
(a) Montrer que A4 est un sous-anneau (Z°, +, x). 
Inversement, soit À un sous-anneau de (Z?, dky o 
(b) Montrer qu’il existe d € N tel que {x € Z | (r,0) € A} = aZ. 
(c) En déduire que À = Ag. | 


Exercice 10 ** (Description des sous-anneaux de Z?) 
| 


Solution 


(a) Aa est un partie de Z? contenant l'élément 1z2 = (1,1) car d divise 0. Soit (x, y) 
et (x', y’) deux éléments de Aa. L’entier d divise y — x et y — x’ et l’on peut affirmer 


(my) (x,y) =(z- 2y =y) E Aa et (r,y)(x,y) = (22, yy’) € Aa. 
En effet, d’une part, d divise 
(y =y) - (z -x)= (y -z)- (y -x') 
et, d'autre part, d divise 
(yy — 2x") = (y = s)y' + z(y’ — x"). 
Ainsi, A4 est stable par différence et produit : c’est un sous-anneau de Ze 
(b) méthode 
| On vérifie que H = {x € Z | (x,0) € A} est un sous-groupe de (Z, +). 


H est une partie non vide de Z. En effet, 0 € H car (0,0) = 02 € A. Au surplus, 
pour tous x et y € H, on a (x — y, 0) = (x,0) — (y, 0) € A par différence d'éléments du 
sous-anneau À. On en déduit x — y € H et l’on peut affirmer que H est un sous-groupe 
de (Z, +). Il existe donc d € N tel que H = dZ (Th. 4 p. 5). 


(c) méthode 
| Le sous-anneau A contient 172 et donc le sous-groupe additif qu’il engendre. 


1. Si Panneau est commutatif, on peut immédiatement conclure et même affirmer que À est un corps. 


2.5 Exercices d'entraînement 


On raisonne par double inclusion. 

Soit (x,y) € À, on a (x — y,0) = (x,y) — (y,y) avec (y,y) = y(1,1) € ((1,1)) € A. 
Par différence de deux éléments de À, (x — y,0) appartient à À et donc x — y € H = dZ. 
Ainsi, d divise x — y et aussi y — x. On en déduit une première inclusion À C Ag. 

Inversement, soit (x, y) € Aa. L’entier d divise y — x et donc x — y est élément de dZ, 
ce qui donne (x —y,0) € A. On en déduit (x,y) = (x —y,0) + y(1, 1) € A par opérations 
dans À. On a donc l'inclusion réciproque Ag C A et l’on peut conclure à l'égalité A = Aq. 


Exercice 11 ** (L’anneau des entiers de Gauss) 


On note 
Z[i] = {a + ib | (a,b) € Z?}. 


(a) Montrer que Z|i] est un anneau commutatif pour l’addition et la multiplication 
des nombres complexes. 
(b) Déterminer les éléments inversibles de l'anneau Zi]. 


(c) Soit u et v deux éléments de Z|i] avec v 0. Montrer qu'il existe un couple (q,r) 
d'éléments de Z|i] tel que u = qu +r et |r] < Jul. 


(d) Vérifier que les idéaux de Z[i] sont de la forme vZfi] avec v € Zi]. 


Solution 
(a) méthode 


| On vérifie que Zli] est un sous-anneau de l'anneau (C, +, x). 


Zli] est une partie C contenant 1 puisque Fon peut écrire 1 = 1 + 0i. Soit x,y € Zi]. 
On écrit x = a +ib et y = c + id avec a,b,c,d € Z et alors 


æ—y=(a-c)+ib-d)eZf] et zy = (ac bd) + ilad + bc) € Zi]. 
cz eZ €Z eZ 


Ainsi, zji] est un sous-anneau de (C, +, x) donc un anneau pour les lois induites. 
(b) Analyse : Soit x € Z|i] un élément inversible d'inverse y € Zi]. On écrit comme 
au-dessus x = a + ib et y = c + id et l’on étudie l'égalité ry = 1. 


méthode 


| On obtient une relation remarquablement simple en considérant le module. 


En calculant le carré du module, on obtient l'identité (a? + b?) (c? +d?) = 1. Les 
nombres a,b,c,d sont entiers et la seule façon d'écrire 1 comme le produit de deux 
naturels est 1 = 1 x 1. On peut alors affirmer a? + b? = 1 et donc 


(a,b) = (1,0), (-1,0), (0,1) ou (0,-1). 


L'élément z est alors 1, —1, i ou —i. 
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Synthèse : Les éléments listés ci-dessus sont effectivement inversibles dans Zi]. 
Zi] = {1 -1,i, —i} = Ua. 


(c) méthode 
| On introduit q élément de Zi] proche du complexe u/v. 


Le quotient u/v détermine un complexe x + iy avec x et y réels. Considérons alors a 
et b des entiers au plus proche! de x et y et posons g = a + ib € Zi]. On a |z — al < ; 
et [y — b| < š donc 


NI = 


v 


En posant r = u — qu, on a q,r € Zi] et |r} < $ je] < fel. 


(d) Pour chaque v € Zi], l'ensemble vZ [i] est un idéal, plus précisément, c’est l'idéal 
engendré par v (Th. 6 p. 39). 

Inversement, soit Z un idéal de Z[i]. Si Z est réduit à {0}, on peut écrire I = vZ fij 
avec v = 0. Sinon, il existe? dans 7 un élément v de module minimal parmi les éléments 
non nuls de T : 

vel et Vucl,u£0 = |u] fel- (=) 
Vérifions alors par double inclusion I = vZ/|i]. 

Puisque v est élément de l'idéal 7, on sait déjà l'inclusion vZ fij C I. Inversement, soit u 
un élément de I. On peut écrire u = qu +r avec g,r € Zi] et |r| < v|. Par opérations 
dans l'idéal Z, r = u — qu est élément de T. Puisque |r| < |v|, la propriété (x) assure que r 
est nul. On a donc u = qu € vZ [il ce qui produit la deuxième inclusion et permet de 


conclure à l'égalité. 


Exercice 12 *** 

On se propose d'établir une correspondance bijective entre l'ensemble des sous- 
anneaux de l'anneau (Q, +, x) et l’ensemble g(P) des parties de l’ensemble P des 
nombres premiers. Pour À un sous-anneau de (Q, +, x), on note 


Pa={pep|s ea}. 


(a) Soit A et B deux sous-anneaux de (Q, +, x). Établir 


Pi = Pg — A=B. 


(b) Soit P c P. Déterminer un sous-anneau A de (Q, +, x) vérifiant Pa = P. 


| 
\ 


1. Pour n € Z, six € [n;n + 1/2[, on choisit a = n et six E]n+1/2;n+ 1[, on choisit a = n +1. 
Dans le cas restant x = n + 1/2, on prend l’une où l’autre des deux valeurs précédentes. Dans tous les 
cas, a = |% + 1/2] convient. On procède de même pour y. 

2. L'ensemble des (ul? pour u parcourant T \ {0} est une partie non vide de N : elle possède une valeur 
minimale et v est un élément réalisant celle-ci. 


In 
| in 
|m 


xercices d'entraînement 


Solution 


(a) Supposons P4 = Pg. Commençons par noter que les anneaux À et B contiennent 
chacun Z = (1) car il s’agit de sous-groupes additifs contenant 1. 


Soit x € A de représentant irréductible a/b. 


méthode 


| On montre que 1/b, puis 1/p avec p facteur premier de b, appartiennent à A. 


Puisque a et b sont premiers entre eux, il existe u,v € Z tels que au + bv = 1. Par 
opérations dans le sous-anneau A 


1 _au+bv 


a a 
5 5 uxt? A car WT EA 


Soit p un diviseur premier de b. On peut écrire b = pk avec k € N* et alors 


Par suite, les diviseurs premiers de b sont tous éléments de P4. Or P4 = Pp et les inverses 
des diviseurs premiers de b sont aussi éléments de B. Puisque B est stable par produit, 
l'élément 1/b appartient à B et, finalement, x = a x 1 aussi. 


Ainsi, À est inclus dans B. Par un raisonnement symétrique, on obtient l'inclusion 
réciproque donc l'égalité. 


(b) Considérons 
a PE 
A= E | les diviseurs premiers de b sont éléments de P } 


L'ensemble À est une partie de Q contenant 1. 
Soit x et y deux éléments de A que l’on écrit a/b et c/d. On a 


ad — bc ac 

T—y= —— et ay = — 

Y a #7 ba 
avec bd dont les diviseurs premiers divisent b ou d et sont donc éléments de P. Ceci 
montre que À est stable par différence et produit et c’est donc un sous-anneau de Q. 
De plus, Pinverse d’un nombre premier p est élément de À si, et seulement si, p € P. 

Autrement dit, Pa = P. 

Finalement, l'application qui à un anneau À associe P4 est une bijection entre l’en- 


semble des sous-anneaux de (Q, +, x) et l’ensemble des parties de l’ensemble des nombres 
premiers. 
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2.5.2 idéaux 


Exercice 13 * (Description des idéaux de Z?) 
Soit J un idéal de l'anneau produit (Z?,+, x). On introduit 


H={rezZ|(x,0)eI} et R={yeZ|(0.y)eI}. 


(a) Montrer que Jı et 12 sont des idéaux de (Z, +, x). 
(b) Établir I = i x Iz. 


(c) Conclure que les idéaux de l'anneau (Z2, +, x) sont de la forme £Z? avec x € Zi 


Solution 


(a) I, est une partie non vide de Z car 0 en est élément puisque ) = Oz2 appartient 
à I. Soit z et x’ € h. On a æ +z’ € I car (x +x’, 0) = (x,0) + (x',0) € Z par addition 
de deux éléments de T. Soit de plus a € Z. On a az € I car (ax,0) = (a,0) x (x,0) € I 
par la propriété d'absorption de l’idéal Z. Ainsi, J: est un idéal de Z. De façon analogue 
on établit que Iz est aussi est un idéal de Z. 


(0,0 
x',0 


(b) Raisonnons par double inclusion. 
Soit (x, y) € I x 12. On a (x,0) € Z et (0,y) € I donc (x,y) = (x,0)+(0,y) € T. Ainsi, 
on obtient une première inclusion Jı x J3 C 1. 
Inversement, soit (x,y) € I. Par absorption, (r,0) = (1,0) x (x,y) € I donc x € I. De 
même y € I et donc (x,y) € li x J2. Ainsi, I C D x Io puis 1 = h x d2. 


(c) méthode 
| Les idéaux de (Z, +, x) sont de la forme nZ avec n € N (Th. 7 p. 39). 


On peut introduire a et b naturels tels que J, = aZ et 12 = bZ. L’idéal 7 apparaît alors 
comme étant celui engendré par x = (a,b) : 


I = aZ x bZ = { (ak, bl) |(k,2) € 7°} = 27°. 


Exercice 14 ** 
Un idéal d’un anneau (A, +, X) est dit principal lorsqu'il est de la forme zA pour un 
certain x € A. Montrer que les idéaux de tous les sous-anneaux de Q sont principaux. 


Solution 
Soit I un idéal d’un sous-anneau À de (Q, +, x). 


méthode 
| On détermine x tel que I = zA en étudiant IN Z. 


Par intersection de sous-groupes, I N Z est un sous-groupe de (Z, +), il est donc de la 
forme zZ pour un certain z € N (Th. 4 p. 5). Vérifions alors que Z est l'idéal engendré 
par +. Puisque z € I, on sait déjà x A C I (Th. 6 p. 39). Reste à établir l'inclusion inverse. 


2.5 Exercices d'entraînement 


Soit r € I. On peut écrire r = p/q avec p € Z et q € N* premiers entre eux. On à 
alors gr = p € Z et, par addition, gr =r +---+r € T (somme à q termes). Ainsi, gr est 
élément de I N Z = zZ et l’on peut écrire r = xk/q pour un certain k € Z. 

Pour conclure r € zA, il suffit d'établir que k/q est élément du sous-anneau A. Sachant 
les entiers p et q premiers entre eux, on peut écrire la relation de Bézout pu + qu = 1 
avec u,v € Z. On a alors 


k 
= ku? + kv = kur + kul. 
q q 


Les éléments r et 1 appartiennent à A et donc k/q appartient aussi à A par opérations 
dans le groupe (A, +). On peut alors conclure r € zA et, finalement, I = zA par double 
inclusion. 


Exercice 15 ** (Idéaux premiers) 
Un idéal 7 d'un anneau commutatif (A, +, x) est dit premier lorsque 


V(x,y)e A, zyel = xelouyel. 


(a) Déterminer les idéaux premiers de Z. 


(b) On suppose que À un anneau commutatif non réduit à {04} dont tout idéal est 
premier. Établir que À est intègre puis que À est un corps. 


Solution 


(a) Les idéaux de l’anneau (Z, +, x) sont les nZ avec n € N (Th. 7 p. 39). 
Sin = 0, nZ = {0} est un idéal premier. Si n = 1, nZ = Z est aussi un idéal premier. 
Si n > 2 est un nombre premier, le lemme d’Euclide donne 


V(x, y) € ZP, n|xy = n|roun]y. 


L'idéal nZ est alors premier. 
Enfin, si n > 2 est un nombre composé, on peut écrire n = ab avec 1 < a,b < n. Dans 


ce cas, ab € nZ alors que a ¢ nZ et b ¢ nZ. L'idéal nZ n’est alors pas premier. 
(b) T = {04} est un idéal. Affirmer qu'il est premier donne la propriété 
V(x,y) € A, xy=04 => x = 04 ou y = 04. 
On en déduit que l'anneau À est intègre. 


méthode 


| On montre que x € A \ {04} est inversible en considérant l'idéal z? A. 


Soit x € A tel que z # 04. L'idéal x? A est premier et x? = x x x en est un élément. On 
en déduit x € x? A et ainsi, il existe y € A tel que x = æ?y. Puisque x Æ 04 et puisque A 
est intègre, on peut simplifier par z et affirmer zy = 14. L'élément x est inversible et 
l’on peut conclure que À est un corps. 


EE 
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Exercice 16 ** (Radical d’un idéal) 
Soit I un idéal d’un anneau commutatif A. On appelle radical! de l'idéal I len- 
semble R(T) des éléments x de À pour lesquels il existe q € N* tel que z? € T. 


(a) Montrer que R(T) est un idéal de À contenant I. 
(b) Soit I et J deux idéaux. Vérifier 


RUN J) = RN R(J) 


(c) On suppose que À = Z. Déterminer le radical de nZ pour n € N. 


Solution 


(a) L'ensemble R(T) est par définition une partie de À et celle-ci est non vide car elle 
contient I. Eu effet, pour tout x € I, on a zt = x € I et donc x € R(I). 
Soit x et y deux éléments de R(T). Il existe q,r € N° tels que x° € T et y” El. 


méthode 
| On détermine un exposant n suffisamment grand pour que le développement 
de (x + y)” fasse apparaître une somme d'éléments de I, soit parce que lex- 
posant de x est supérieur à q, soit parce que l’exposant de y est supérieur 
\ à r. 


Pour n = q +r — 1, la formule du binôme permet d'écrire 


n g—1 n 
n n k n- n n— n k ,n-—k 
(+9) =% DE =) DE "+y PE y €l: 
r i Er bag i cI 


k=0 k=0 be 
En effet, pour la seconde somme, on a k > q et donc? zë = r4x*-3 € I tandis que pour 
la première somme, on a k < g—1 donc n — k > r puis y” k € I. Ainsi, on peut affirmer 
que x + y est élément de R(T). 
Enfin, considérons de plus a € À. On a (az)? = afz? € I et donc ax € R(I). On peut 
alors conclure que R(1) est un idéal de A. 


(b) Six € R(INJ), il existe g € N* tels que z4% € INJ. On a alors #1 € I donc x € R(I) 
et de même z € R(J). Ainsi, RTA J) c R(I)NR(J). Inversement, soit x € R(I) A R(J). 
Il existe q,r € N* tel que z? € I et z” € J. Considérons alors n = max(g,r). Par la 
propriété d’absorption, on a à la fois z” € I et x" € J donc x" € INJ. Ainsi, l'élément x 
appartient à R(ZN J) et l'on peut affirmer l'inclusion réciproque R(ZN J) > R(DNR(J) 
puis légalité. 


(c) méthode 
| Les éléments de R(nZ) ont les mêmes facteurs premiers que n. 


1. Lorsque 7 = {0}, le radical de 7 regroupe les éléments nilpotents de l'anneau A. 
2. L'écriture zë = xx est possible car les exposants sont positifs. 


2.5 Exercices d'entraînement 


On a immédiatement R(0Z) = {0} et R(Z) = Z. Supposons désormais n > 2 et écrivons 
sa décomposition en facteurs premiers 


— pa Qr 
n= Pi -Pr 


avec P1,.-.,Pr nombres premiers deux à deux distincts et o1,...,a, € N*. 


Soit x € R(nZ). Il existe q € N* tel que z1 € nZ. Les facteurs premiers p; de n divise 
alors x? et donc divise x. L’entier x s’écrit alors 


T—p1...pk avec kez. 


Inversement, pour un entier de cette forme, on a £% € nZ pour à = max(a1,...,a.) 
et donc x € R(nZ). En résumé, R(nZ) = mZ avec m = pı ... Pr- 


Exercice 17 *** 


Soit p un nombre premier. On note Zp l’ensemble des nombres rationnels dont le 
dénominateur n’est pas divisible par p. 


(a) Vérifier que Z, est un sous-anneau de (Q, +, x). Quels en sont les éléments 
inversibles ? 


On introduit J l’ensemble des éléments non inversibles de Zp. 


(b) Montrer que J est un idéal de Zp. Que dire d’un idéal contenant J et distinct 
de Ji? 


(c) Déterminer tous les idéaux de Zp. 


Solution 


(a) Zp est une partie de Q contenant l'élément 1. Soit x et y deux éléments de Zp. 
On peut écrire x = a/b et y = c/d avec (a,b), (c,d) € Z x N* et p ne divisant ni b ni d. 
On a alors 

z ad — be ez i ac 

=a 2E Š = 

977 bd p "Y= ga 

car le nombre premier p ne divise pas le produit bd puisqu’il ne divise aucun des deux 
facteurs. Finalement, Zp est un sous-anneau ! de (Q, +, x). 


E€ Zp 


Tout élément non nul de Z, est inversible dans le corps Q. Il s’agit alors de déterminer 
ceux dont l'inverse est dans Zp : ce sont les a/b tels que p ne divise ni a ni b. 


(b) Les éléments de J sont les a/b tels que p divise a mais pas b. L’ensemble J est une 
partie non vide de Zp. Pour x et y deux éléments J, on écrit x = a/b et y = c/d avec p 
divisant a et c mais ne divisant ni b ni d. On a alors 

ad + bc 


r+y= Gi EJ car pl|(ad+bc) et pf bd. 


1. Cette étude est un cas particulier de celle du sujet 12 p. 50. 
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Si de plus z = e/f désigne un élément de Zp 


ae 
ee car plae et p}bf. 
L'ensemble J est donc un idéal de Zp. En fait, J est l'idéal engendré 1 par p. 
De plus, si 7 est un idéal contenant J et distinct de J, il contient un élément inversible 
de anneau et est donc égal? à Zp. 


(c) Pour k € N, introduisons Jẹ l’idéal engendré par p°. En particulier, Jo = Zp 
et Jı = J. On convient aussi de noter Jæ l'idéal nul. Montrons qu'il mexiste pas d’autres 
idéaux dans Zp que ceux-ci. Soit 7 un idéal de Zp- 


méthode 
| On introduit k = max{{ E€ N | FE Je}. 


Supposons que l’ensemble des £ € N tels que J C Je est infini. Pour x = a/bel,i 
existe une infinité de Z tel que pf divise a et donc a = 0. Dans ce cas, l'idéal est {0} 
c'est-à-dire Joo- 

Sinon, l’ensemble des £ € N tels que I C Je est fini et possède donc un plus grand 
élément k. Pour celui-ci I € Jẹ et I  Jx11. En particulier, il existe dans Z un élément x 
qui appartient à Ją mais pas à J41. Cet élément s'écrit x = a/b avec a = pfe et p ne 
divisant ni b, ni c. L'élément c/b est inversible dans Zp et, si l'on introduit y son inverse, 
on obtient que p” = zy est élément de l’idéal 7. On en déduit que Jp est inclus dans T et 
donc égal à T. 

Finalement, les idéaux de Z, sont les Jy avec k € NU {00}. 


2.5.3 Calculs dans Z/pZ 


Exercice 18 ** 
Soit p un nombre premier et k un entier naturel premier avec p — 1. 
Montrer que l'application y: Z/pZ — Z/pZ définie par p(x) = x” est bijective. 


Solution 


méthode 
On exploite le petit théorème de Fermat pour exprimer une bijection réci- 
proque à l'application @. 


Les entiers k et p — 1 étant premiers entre eux, on peut exprimer une relation? de 
Bézout ku — (p — 1)v = 1 avec u et v entiers relatifs. Considérons ensuite l’applica- 


1. Les idéaux des sous-anneaux de Q sont principaux : voir sujet 14 p. 52. 
2. Tout idéal contenant un élément inversible est égal à l'anneau : voir sujet 6 p. 44. 
3. Par commodité, on écrit celle-ci avec un signe moins en passant v à l'opposé. 


2.5 Exercices d'entraînement 


tion Y: Z/pZ > Z/pZ définie par 1 
dx) = 


Soit x un élément de Z/pZ. 
Cas : x #0. Ona 
p(y(z)) = (æ*)° = g" = g x gP De, 


Par le petit théorème de Fermat, on sait 1 = T et Pon en déduit w(#(x)) = z. 

Cas : x = 0. On vérifie immédiatement {#(x)) = 0 = z. 

Ainsi, Y o Y = Idz/,z. L'application y opérant de l’ensemble fini Z/pZ vers lui-même, 
c'est une bijection et Y est son application réciproque. 


se: 


Exercice 19 ** (Théorème de Wilson) 
Soit p un nombre premier. 

(a) Quels sont les éléments de Z/pZ qui sont égaux à leurs inverses ? | 

(b) En déduire que p divise (p — 1)! + 1. 

(c) Inversement, montrer que si un entier n supérieur à 2 divise (n — 1)! + 1 alors 
celui-ci est premier. 


Solution 


(a) Dans Z/pZ, la condition x — xT! équivaut à l'équation x? = I qui s’écrit en- 
core (x — 1)(x +1) = 0. Or Z/pZ est un corps, il est donc intègre et cette équation a 
pour seules solutions 1 et —1 = p — 1. 


(b) méthode 
Dans le produit (p — 1)! = 1 x 2 x :-. x (p — 1) on regroupe chaque facteur 
avec son inverse dans Z/pZ. 


T M ; zay! 
Lorsque k est différent de son inverse f = k , ces deux facteurs se simplifient ? dans 
le produit 1 x 2 x -.. x p— 1. Une fois ces simplifications réalisées, il ne reste dans le 
produit que les facteurs égaux à leur inverse, à savoir I et p — I. On en déduit 


(p—1)=1xp-1=p-1 donc {@—1)+1=0. 


(c) On suppose n > 2 et n diviseur de (n — 1)! +1. 


méthode 
|| On étudie les diviseurs de n. 


1. Dans cette définition, on distingue le cas x = 0 pour la situation où l’exposant u serait négatif. 
Une alternative est aussi de remplacer u par u + q(p — 1) avec q € N assez grand. 

2. Dans 7/72, 61 = 1 x 2 x 3 x 4 x 5 x 6. Dans ce produit 1 et 6 sont égaux à leurs inverses tandis 
que 2 se simplifie avec 4 et 3 avec 5. 
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Soit d un diviseur positif de n différent de n. Cet entier d figure parmi les facteurs 
constituant (n — 1)! et divise donc ce nombre. Aussi, d divise n et donc divise (n—1)!+1. 
Par différence d divise 1 et donc d = 1. L’entier n n’est donc divisible que par 1 et 


ui-même, il est premier t. 


Exercice 20 ** (Sommes de Newton dans Z/pZ) 


Soit p un entier premier. On admet que le groupe des inversibles du corps Z {pZ est 
cyclique ?. En discutant selon la valeur de k € N, calculer 


Se DA Ta 


+e2/p?, 


Solution 


méthode 
| On réordonne les termes de Sp par une permutation x + ax avec a Æ 0. 


Considérons a un élément non nul de Z/pZ. Cet élément étant inversible, l'application 
x ax est une permutation sur l’ensemble Z/pZ. 
Les termes sommés étant identiques 


Sx = +. (az) = $, az" =a" E 


zEZ/pZ zEZ/pZ zEZ/pZ 


k vaut I ou 


On obtient donc la relation Sp = a¥ Sp. Ceci amène à discuter selon que a 
non. 
Cas : k = 0 [p — 1]. Le petit théorème de Fermat assure que a 


nul de Z/pZ. Dans ce cas un calcul direct de Sy est possible : 


D OI-p-1i 


keZ/p2\{0} 


k — T pour tout a non 


Sk = 0 + 


Cas : k Æ 0 [p — 1]. Un générateur du groupe cyclique des inversibles de Z /p2 définit è 
un élément a pour lequel a¥ Æ T. Dans ce cas Sk = 0. 

On peut retrouver ce résultat en introduisant de nouveau a un générateur du groupe 
des inversibles de Z/pZ et en menant le calcul d’une somme géométrique : 


Ceci conduit de nouveau à discuter selon que la raison a“ est égale à T ou non. 


1. Ce résultat n'est pas un bon test de primalité car le calcul de (n — 1)! est coûteux. 

2. Plus généralement, le groupe des inversibles d’un corps fini est cyclique : voir sujet 29 p. 65. 

3. Le groupe des inversibles de Z/pZ comporte p — 1 éléments, un générateur de celui-ci est donc un 
élément d’ordre exactement p — 1 et sa puissance k-ième n’est alors pas égale au neutre. 


2,5 Exercices d'entraînement 


Exercice 21 *** 
Soit p un nombre premier supérieur à 3. 


(a) Quel est le nombre de carrés dans Z/pZ? 


(b) On suppose p = 1 [4]. Justifier que =T est un carré dans Z/pZ en calculant de 
deux façons la classe de congruence de (p — 1). 


(c) On suppose p = 3 [4]. Montrer que —1 n'est pas un carré dans Z/pZ. 


Solution 

(a) méthode 
En calculant les carrés dans Z/pZ pour de petites valeurs de p, on observe que, 
en dehors de 0, chaque carré possède exactement deux antécédents. 


Considérons l'application p: x ++ x? définie de Z/pZ vers lui-même. Le nombre de 
carrés dans Z/pZ correspond au cardinal de l'image de y. Dénombrons l’image de en 
étudiant les antécédents des valeurs prises par cette application. 

Soit x,y € Z/pZ. Dans le corps Z/pZ 


ple) = ply) = (x —y)(x + y) =0 
< T = Y OÙ t = y. 


Dans Im(w), la valeur 0 possède un seul antécédent, les autres éléments possèdent deux 
antécédents distincts 1. On en déduit 


Card(Z/pZ) = 1 + 2(Card(Im()) — 1). 


Il y a donc exactement = carrés dans Z/pZ. 


(b) Comme détaillé dans le sujet 19 p. 57, (p — 1)! = —I dans Z/pZ. Au surplus, en 
posant n = ez, on peut séparer le produit exprimant la factorielle en son milieu : 


{p—-D=Tx...xnx(n+1) x... x(p—1) 
=Ī x. xn x (=n) x... x (1) = (—1}7 (n!}2. 


Or p= 1 [4] done n est pair et =I = (p — 1)! = niy est un carré dans Z/pZ. 


(c) Si —1 est un carré de Z/pZ, l'application @ : x + —x définit une involution sur 
l’ensemble des carrés de Z/pZ. En effet, on a y o y = Idz /pz €t un carré est transformé 
en un carré car le produit de deux carrés est un carré. 

Puisque D est le seul point fixe de cette application, on peut affirmer qu’il y a un 
nombre impair de carrés dans Z/pZ. Or si p = 3 [4], (p + 1)/2 est un entier pair : —T ne 
peut donc être un carré? dans Z/pZ. 


1. Les éléments y et —y sont distincts car 2y = D implique y = D puisque 2 est inversible dans Z/pZ. 
Cette propriété n’est plus vraie quand p = 2. 
2. On peut retrouver ce résultat à l'aide du petit théorème de Fermat : si l’on peut écrire —1 = a? 


SE 
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2.5.4 Fonction indicatrice d’'Euler 


Exercice 22 * 
Montrer que, pour tout entier n > 3, p(n) est un nombre pair. 


Solution 


méthode 
| On a (mn) = p(m)p(n) lorsque m et n sont premiers entre eux. 


Soit n € N avec n 23. 
Cas : n possède un facteur premier impair p. On peut écrire n = p“m avec m premier 
avec p et œ € N*. On a alors 


eln) = w(p*)p(m) = (p* -p elm). 


Puisque p° — p°—1 est la différence de nombres impairs, c’est un entier pair et (n) est 
donc un nombre pair. 

Cas : n ne possède pas de facteurs premiers impairs. On peut écrire n = 2% avec à > 2 
auquel cas y(n) = 2%} est encore un nombre pair. 


Exercice 23 * 
Soit a € Z et n E€ N avec n 22. 


(a) On suppose a et n premiers entre eux, montrer a = 1 jn]. | 


(b) On suppose a"! = 1 [n] et a? #1 [n] pour tout entier naturel d diviseur strict 
| de n — 1. Montrer que n est un nombre premier. 


Solution 


(a) L'ensemble des inversibles ! de Panneau Z/nZ est un groupe multiplicatif de car- 
dinal y(n) et a en est élément. On a donc an) =T, c’est-à-dire a°() = 1 [n]. 


(b) méthode 
| On montre que p(n) =n — 1 ce qui assure que n est un nombre premier. 


Notons que la propriété a”! = 1 [n] impose que a et n sont premiers entre eux. 
Introduisons d = (n—1)Aç(n). Par une relation de Bézout, on écrit d = (n— lju+ç(n)v 
avec u et v entiers. Par calculs? dans Z/nZ 


gi = (a71) TARN =I donc af = [n]. 


avec a dans Z/pZ, on a (-1)6- 0/2 = ap-1 =T ce qui entraîne que (p — 1)/2 est un entier pair car —1 
et I sont distincts. 

1. On reproduit ici la démonstration du Th. 13 p. 41. 

2. L'écriture des puissances u et v non nécessairement positives est possible car & est inversible dans 
Panneau Z/nZ. 


— i 


Compte tenu des hypothèses, entier d ne peut être un diviseur strict de n — 1, il est 
donc égal à n — 1. On en déduit que n — 1 divise y(n) et donc p(n) =n — 1 car p(n) est 
toujours inférieur à n — 1. On peut conclure que n est premier. 


2.5 Exercices d'entraînement 


| Exercice 24 ** 


Soit n un entier naturel non nul. 


(a) Pour d diviseur positif de n, combien y a-t-il de k € [1;n] vérifiant k An =d? 


(b) En déduire 
n= ed) 


djn 


où la somme s'étend sur les diviseurs positifs de n. 


Solution 
(a) On écrit n = dn’ avec n’ € N*. 


méthode 


On met en correspondance les entiers k tels que k A n = d avec les entiers k’ 
tels que k An’ = 1. 


Soit k € [1; n] vérifiant k An = d. L’entier d divisant k, on peut écrire k = dk! avec k' 
dans [1;n’]. De plus, d = k A n = (dk') A (dn') = d(k' A n’) donne k' An/ =1. 
Inversement, si k = dk’ avec k' € [1; n] tel que K An’ = 1 alors k € [1;n] et 


kAn= (dk) A (dn') =d. 


Ainsi, il y a autant de k cherchés que de k’ éléments de [1;n’] premiers avec n’, à 
savoir, p(n’) = p(n/d). 


(b) méthode 


On dénombre les éléments [1;n] en discutant selon la valeur que constitue 
leur PGCD avec n. 


Pour chaque k compris entre 1 et n, le PGCD d de k et n est un diviseur de n. On peut 
alors écrire l’ensemble [1 ; n] comme la réunion suivante 


[in] = {ke Hin]|knn-a} 


an 


où les ensembles sont deux à deux disjoints. On en déduit 


Card [1; n] 2 CRUE Hinj|kAn=a}) puis = (3) 
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Enfin, lorsque d parcourt les diviseurs positifs de n, l’entier ô = n/d parcourt aussi cet 
ensemble ce qui permet de réorganiser la somme et conclure ! 


n= DO! 


ô|n 


Exercice 25 ** 
Soit a,n € N au moins égaux à 2 et N =a” — 1. Montrer que n divise (N). 


Solution 


méthode 
| On détermine l’ordre de à dans le groupe des inversibles de Z/NZ. 


Par définition de la valeur de N, on peut affirmer 
a =1 |N] et Vi<k<n, a #1 [N]. 


On en déduit que à est un élément inversible de Panneau Z /N2Z et, plus précisément, 
que à est un élément d'ordre exactement n dans le groupe multiplicatif des inversibles 
de Z/NZ. Or ce groupe est de cardinal (N) et, puisque l’ordre des éléments divise le 
cardinal du groupe, on obtient que n divise &(N). 


2.6 Exercices d’approfondissement 


Exercice 26 * 
Montrer que l’ensemble S des fonctions de R vers C développables en série entière 
sur R est un anneau intègre pour les opérations usuelles. 


Solution 

On montre que $ est un sous-anneau de l'anneau (F (R, C), +, x) des fonctions de R 
vers C. Par définition, S est inclus dans F(R, C) et il est entendu que la fonction constante 
égale à 1 est développable en série entière sur R. De plus, la différence et le produit de 
deux fonctions développables en série entière sur R lest aussi ?. L'ensemble $ est donc 
un sous-anneau de F(R, C) et c’est donc un anneau pour les opérations usuelles. Il reste 
à montrer que celui-ci est intègre. 

Soit f et g deux fonctions non nulles éléments de S. On note Y ang” et } bnz” les 
séries entières associées, chacune de rayon de convergence +00. 


méthode 
|| On introduit les plus petits entiers p et q tels que ap Æ 0 et à, # 0. 


1. Une autre démonstration très élégante de cette identité est la suivante : parmi les n nombres 
$ pi > ž 5. : 2 : 2 z p 
rationnels À, ? % il y en a exactement (d) dont l'écriture irréductible présente un dénominateur 


arni 
égal à d et ce pour chaque d diviseur de n. 


2. Voir section 9.3.1 du chapitre 9 de l'ouvrage Exercices d'analyse MP 
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— 


La fonction f n'étant pas nulle, la suite (a, ) n’est pas constante égale à 0 et l’on peut 
introduire le plus petit entier p tel que ap est non nul. De même, on introduit le plus 
petit entier q tel que bg Æ 0. Par produit de séries entières, on sait 


+00 +00 +00 
e ms) 5 mar) = D er) avec Cn = 5 axbe. 
n=0 n=0 


n=0 k+{=n 
Puisque 
Cp+g = Q0Ûp+g +" + p-10g+1 + Qpbg + Ap+10g-1 +: + ap+gbo = apb 7 0 
ee es 
=0 =0 


Jes coefficients de la série entière produit ne sont pas tous nuls. Par unicité des coefficients 
r ; ne i 
d un développement en série entière, on peut affirmer que la fonction fg west pas nulle. 
Finalement, le produit de deux éléments non nuls de $ est non nul. Au surplus, S n’est 
Fi 0 ` pi 2 à 
pas réduit à {0}, c’est donc un anneau intègre. 


Be 27 * (Déterminant de Smith) i 
Soit T = (tij) € Mn (R) la matrice de coefficients 


1 siidivise j 
tij = i 
0 sinon. 


Soit aussi D € M, (R) la matrice diagonale de coefficients diagonaux 4(1),... ,w(n) 
où y désigne la fonction indicatrice d’Euler. 


(a) Exprimer le coefficient d'indice (4, j) de la matrice ‘T DT en fonction de à A j. 


(b) En déduire la valeur du déterminant de la matrice de Smith 


PAIE NAS EEE A 

PAR te DT NES 

E nAÏ nA2 ::: nAn 
Solution 


(a) méthode 
| n € N* est ! la somme des (d) pour d divisant n. 


Le coefficient d'indice (i, j) du produit DT est pi)t;; et celui de la matrice *T DT 


s'exprime alors 
n 
5Y tr iplk)te j = 5D pk). 
k=1 kļ|i et k|j 


1. Voir sujet 24 p. 61. 
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Or les diviseurs communs à à et j sont exactement les diviseurs de i A j et donc 


Stenli = D PU) Sini. 


k=1 klinj 


On a ainsi TDT = S avec S la matrice introduite à la question suivante. 


(b) La matrice T est triangulaire supérieure à coefficients diagonaux égaux à 1, elle 
est donc de déterminant égal à 1 tout comme sa transposée. On en déduit 
n 
det(S) = det (T) det(D) det(T) = det(D) = [[ 2%) 
k=1 


| Exercice 28 ** 
Déterminer les tables d'opérations sur F4 corps fini 1 à 4 éléments. 


Solution 
Hormis 0 et 1, le corps F4 possède deux éléments a et b. Son groupe des inversibles 


F4 \ {0} possède 3 éléments 1, a et b, il est donc? isomorphe à (Z/3Z,+). On en déduit 
que l’élément b se confond avec a2 et il est donc facile de former la table de multiplication 


dans F4 : 


SRE els 


méthode 
| Pour déterminer la table d’addition, on observe 1 + 1 = 0 dans F4. 

(Fa, +) est un groupe à 4 éléments et donc 41 =1+1+1+1= 0 (Th. 14 p. 8). Par 
développement (1 + 1)(1+ 1) = 41 et donc (1+ 1)? = 0. Tout corps étant intègre, on en 
déduit 1+1 = 0. Il en découle a+ a = (1+1)a = 0 et de même b +b = 0. On peut alors 
former une première table d’addition que l’on complète 


+ 00: 1 à b| + Lo 1 a b 
00 1 a b| ia 
111 0 puis 111 0 b a 
a |a 0 aja b 0 1 
bib o | TESS 


En effet, 1 + a ne peut valoir 1, ni a, ni encore 0, on a donc 1 + a = b. On complète les 
autres valeurs sachant que, sur chaque rangée, figurent tous les éléments du groupe une 


fois et une seule. 


1. Un théorème hors-programme assure que, à isomorphisme près, il existe un unique corps de car- 
dinal p” pour tout nombre premier p et tout n € N*. Au surplus, un corps fini a nécessairement un 


cardinal de cette forme. 
2. Voir le sujet 6 p. 12, ou plus généralement, le sujet suivant. 
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Exercice 29 *** (Groupe des inversibles d’un corps fini) 
On étudie le groupe (F*, x) des inversibles d’un corps fini F. 


(a) Soit + un élément de F* d’ordre d € N° et y un élément de F* vérifiant yf = 1p. 
Montrer que y appartient au groupe engendré par x. 
On admettra que l’on peut étendre! la théorie des polynômes à ceux dont les coeffi- 
cients appartiennent au corps FE. 


(b) Pour d € N°, on note N(d) le nombre d'éléments d’ordre d dans F*. Justifier 
| N(d) < (d) où y désigne la fonction indicatrice d’Euler. 


(c) En déduire que (F*, x) est un groupe cyclique. 


Solution 


(a) méthode 
| y est racine du polynôme X4 — 1p dont on connaît d racines dans F. 


L'élément x étant d'ordre d, les x* pour k € [0 ; d—1] sont deux à deux distincts et tous 
racines du polynôme X%—1r. Celui-ci étant de degré d, il ne possède pas d’autres racines. 
Or l'élément y est racine de ce polynôme, c’est donc une puissance de x, c’est-à-dire un 
élément du groupe multiplicatif (x) engendré par z. | 


(b) S'il existe un élément x d'ordre d dans F*, la résolution ci-dessus assure que 
tous les autres éléments d'ordre d appartiennent au groupe (x). Or celui-ci est cyclique 
de cardinal d donc isomorphe à (Z/dZ, +). Ce dernier groupe possède exactement (d) 
éléments d'ordre d. On peut donc affirmer que, si N(d) est non nul, on a N{d) = (d) 
et, si N(d) est nul, on a évidemment N (d) < w(d). | 


(c) méthode 
| On dénombre F* selon l'ordre de ses éléments. 


Posons n le cardinal de F*. Les éléments de ce groupe sont d'ordre d divisant n et il 
y en a exactement N(d). On a donc une première égalité 


n = N(d). 


din 


Parallèlement, on sait? 


N(d)<o(d) et n=J e(d). 
d|n 


On a donc N (d) = (d) pour tout d diviseur de n. En particulier, N(n) = p(n) Æ 0 et il 
existe dans (F*, x) des éléments d’ordre n : ce groupe est cyclique. 


i b En particulier, un polynôme à coefficients dans F ne peut avoir plus de racines dans F que son 
degré. 
2. Voir sujet 24 p. 61. 
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Exercice 30 *** 
Soit (A, +, x) un anneau. 

(a) On suppose que 04 est la seule solution à l'équation z? = 04 d’inconnue x € A. 
Soit e € A vérifiant 1 e? = e. Montrer que e commute avec tout élément de A. 

(b) On suppose x? = x pour tout z € A. Montrer que Panneau A est commutatif. 


(c) On suppose z? = x pour tout z € A. Montrer que 3x + 3x? est nul puis que 
Tanneau À est commutatif. 
(d) On suppose z = x pour tout x € A. Montrer que 2x est nul puis que # + z 
commute avec tout y de A. En déduire que x? commute avec y et conclure que 
l'anneau À est commutatif. 


Solution 


(a) Soit x un élément de l'anneau À. 


méthode 
| On vérifie que ex et re sont égaux à exe. 


On observe 


(ex — exe)? = (ex(1 — e))” —ex(i—e)ez(l — e) = 04. 
Sa 
=04 
On en déduit ex = exe car seul 04 est de carré nul. Un calcul semblable montre xe = exe. 
Notons que l'hypothèse de cette question est remplie dans chacune des trois études qui 
suit. 


(b) L'hypothèse x? = x pour tout x € À signifie l’idempotence de tous les éléments 
de À : Panneau est donc commutatif en vertu de l'étude ci-dessus. 


(c) Soit x € A. En développant l'égalité (14 + x) = la +z et en simplifiant on 
obtient? 3x + 3x? = 04. 


méthode 
| Les éléments x? et (1 +x)? sont idempotents. 


Pour tout x € À, l'élément x? est idempotent car (22) = xt = gg = x?. En rempla- 
çant x par 14 +, on peut aussi affirmer l’idempotence de (14 + x}?. Ainsi, La + 2x La? 
commute avec tout élément de À. Or LA et x2 commutent aussi avec tout élément de A et 
donc 2z commutent avec tout élément de À. Enfin, 3x = —3x? commute avec tout élément 
de À car g? commute avec tout élément de À. On peut alors conclure que x = 3x — 2% 
commute avec tout élément de À. 


1. On dit que l'élément e est idempotent. O4 et 14 sont des exemples d'éléments idempotents. 
2, On ne peut pas a priori simplifier cette égalité par 3 : dans 2/32, on a 3x = 0 pour tout gl 
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(d) Soit x € À. 


méthode 


|| On applique l'hypothèse rt = x à l’élément —x. 


On a =z = (-x)* = zt = x et donc 2x = z + x = 04. 
L'élément x + x° commute alors avec tout élément de A car il est idempotent : 


Soit y € À. Puisque les éléments de la forme z -+ x? commutent avec tout élément de À 
on peut affirmer que (x + y) + (x + y)? commute avec x. Sachant | 


z((£ +y) + (2 +y)) =° + ay + 2° + ay + eryr + ry? et 
(Ge + y) + (x +y)? )e = 2° + yr + r? + eyr + ya? + vx 


nt aai x : p $ 
on obtient z?y = yz? après simplification et usage de l'identité z(y + y’) = (y + gja 
Ainsi, z? commute avec tout élément de A puis x = (x +?) — x aussi. 


Exercice 31 *** 
Soit n un entier supérieur à 3 et U le groupe des inversibles de l'anneau Z/2°Z 
n—2 À 
(a) Montrer que a? =1 [2”} pour tout entier impair a. 


b) Le groupe (U, x) est-il cyclique? 


( 
(c) Trouver le plus petit entier k > 0 tel que 3% = 1 [2°]. 
( 


d) Montrer que U est isomorphe au groupe produit (Z/2Z x Z/2"-27, +). 


Solution 


(a) Par la factorisation a? — b? = (a — b}(a + b) on écrit 


an —2 n- n—3 
a —1= (a "+1)(& “si 
En répétant cette factorisation 


on—2 on—3 n—4 
a" —1= (a +1)(a +1)... (a +1) (a? 1). 
a yan - 1 facteurs dans ce produit et ceux-ci sont tous pairs car a est impair. De plus 
es deux derniers facteurs a + 1 et a — 1 sont des entiers pairs consécutifs : Pun d’ t 
divisible par 4. A n divise a?" * ame ou 
par 4. Au total, 2” divise a — 1 et donca? =1 [2°] 


S @) Les éléments du groupe U = (Z / 22)" sont les k avec 2 À k = 1, ce sont donc 
‘à E asses des entiers inpar. Le calcul au-dessus assure que tous ces éléments sont 

ordres inférieurs à 27 ?, Or le groupe U à 2-1 éléments, il wexiste donc pas d'éléments 
engendrant U : le groupe U n’est pas cyclique. | 
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(c) Puisque 2 et 3 sont premiers entre eux, 3 est inversible dans Z/2"Z, il s’agit alors 


de déterminer l’ordre de 3 dans le groupe U. Puisque FO si [2”], cet ordre divise goea 
et c’est donc une puissance de 2 : on Pécrit 2P. Par une écriture analogue à celle de la 


première question 
P-e +1)(37 7 +1). (87 +1)(87 —1) 


où le produit comporte p+ 1 facteurs en tout. Les deux derniers facteurs sont 4 et 2. Les 
précédents sont de la forme 32 + 1 avec k > L. 


méthode 
| Pour k > 1, on vérifie si [4]. 


On a 32? = 9 = 1 [4] donc 3” = (y = 12°" = 1 [4] et donc 32 + 1 n'est 
pas divisible par 4. En conséquence, la plus grande puissance de 2 divisant 3” — 1 
est 2+2, Pour que 2” divise ce nombre, il faut p > n — 2. L'élément 3 est donc d'ordre 
exactement 277? dans U. 


(d) méthode 
| ZT est yn élément d'ordre 2 n’appartenant pas au groupe engendré par 3. 


L'élément =1 appartient bien à U et c’est évidemment, un élément d'ordre 2. Modulo 8, 
les puissances de 3 sont égales à 1 ou 3 mais jamais à —1. À fortiori, aucune puissance 
de 3 n’est égale à —1 modulo 2” (rappelons que n est supérieur à 3). 

Considérons ensuite l'application : Z/2Z x Z/ 20—27, — U définie par 


plk, = (—1)f3f 


en notant & et Ê les classes d’équivalence dans Z/2Z et L/2 22. 

L'application ọ est bien définie (car ZT est d'ordre 2 et 3 d'ordre 2"7?) et à valeurs 
dans U. L'application ọ est clairement un morphisme du groupe (Z/22 x B/2° 2, +) 
vers (U, x). Étudions son noyau afin d'établir son injectivité. 

Si (k, Â appartient à Ker(p), on a (-1)¥ž = 3 f Ori n'appartient pas au groupe 
engendré par 3 et donc k = 0 [2] puis 3f =T ce qui entraîne 4 = 0 [27°]. 

Finalement, le noyau de y est réduit au neutre (Ò, Ô) et le morphisme est injectif. Au 
surplus, ç opère entre deux ensembles finis ayant le même cardinal, c’est un isomorphisme 
de groupes. 


CHAPITRE 3 


Compléments d’algèbre linéaire 


3.1 Extension du cours de première année 


Le cours relatif aux polynômes, aux espaces vectoriels, aux applications linéaires, aux 
matrices et aux déterminants a été exposé en première année dans la situation où le 
corps K est égal à R ou C. Il se reprend dans les mêmes termes dans le cas plus général 
où K est un sous-corps de C. 


3.2 Structure d’algèbre 


K désigne un sous-corps de C. 


3.2.1 Définition 

Définition 

On appelle K-algèbre tout quadruplet (A, +, x,.) formé d’un ensemble À, de deux 
lois de composition internes + et x sur À et d’un produit extérieur (.) opérant de K 


sur À tels que (A, +,.) est un K-espace vectoriel, (A, +, x) est un anneau et, pour 
tout À € K et tous x et y E À 


(Az)y = A(zy) = z(Ay). 


Si de plus la multiplication est commutative, la K-algèbre est dite commutative. 


O ss 


Co Chapitre 3. Compléments d'algèbre linéaire 


Une algèbre est donc la combinaison d’une structure d'espace vectoriel et d’une structure 
d’anneau avec une propriété de compatibilité calculatoire engageant la multiplication et 
le produit extérieur. 


K, K”, K[X] et F(X,K) sont des K-algèbres commutatives usuelles. 

Mn(K) est une K-algèbre. Elle est non commutative dès que n > 2. 

Si E désigne un K-espace vectoriel, L(FE) est une K-algèbre. Celle-ci est non commutative 
dès que la dimension de E est supérieure à 2. Dans l'algèbre L(E) la multiplication 
correspond à la composition des endomorphismes. 


Par restriction du produit extérieur, tout espace vectoriel complexe peut se comprendre 
comme un espace vectoriel! réel. De même, toute algèbre complexe peut s’interpréter 
comme une algèbre réelle. Plus généralemuent, si L est un sous-corps de K, toute K-algèbre 
est aussi une L-algèbre. 


3.2.2 Sous-algèbres 


Définition 
On appelle sous-algèbre d’une K-algèbre (A, +, x, .) toute partie B de A contenant 14 
et vérifiant Ax € B, £ + y € B et xy € B pour tout À € K et tous x et y € B. 


Une sous-algèbre est donc à la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau. 


Théorème 1 
| Si B est une sous-algèbre d’une K-algèbre (A, +, x,.) alors (B, +, x,.) est une 
K-algèbre? de mêmes neutres que A. 


Si X est un ensemble quelconque, l’ensemble des fonctions bornées de X vers K est une 
sous-algèbre de F(X,K), c’est donc une K-algèbre. 


3.2.3 Morphismes d’algèbres 

Soit (A, +, x,.) et (4’,+, x,.) deux K-algèbres. 

Définition 
| On appelle morphisme de l'algèbre À vers l'algèbre A’ toute application g: À — À’ 
| vérifiant @(La) = Lw et, pour tous z,y € À et tout À € K, 


| plàr)=Aplz), plz +y) =ple)+ely) et pley) = v(r)p(y). 


Un morphisme d’algèbres est à la fois une application linéaire et un morphisme d’anneaux. 
En particulier, le noyau d’un morphisme d’algèbres est à la fois un sous-espace vectoriel 
et un idéal. 

Lorsqu'un morphisme d’algèbres y: À —+ A’ est bijectif, on parle d’isomorphisme d'al- 
gèbres et l’on dit que les algèbres À et A! sont isomorphes. 


1. Si E est un C-espace vectoriel de dimension finie n, E est un R-espace vectoriel de dimension 2n. 
2. Les lois +, x et (.) sur B sont définies par restriction des lois correspondantes sur À. 
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3.3 Exercices d'apprentissage 


3.3.1 Structure d’algèbre 


[ Exercice 1 
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel Æ. On introduit le commutant de u 


C = {ve L(E) 


uov=vou}. 


| Montrer que Cu est une sous-algèbre de l'algèbre L(E) des endomorphismes de E. 


Solution 


méthode 
Une sous-algèbre est une partie contenant | le neutre pour la multiplication et 
stable par combinaison linéaire et produit. 


Par définition, €, est une partie de algèbre (£(E),+, 0, ). Elle contient le neutre pour 
le produit de composition car u o Idg = u = Idg 0 u. De plus, pour À, u € K et v, w € Cu, 
on vérifie par opérations dans l'algèbre des endomorphismes 


uo (Av + uw) = À(u ov) + u{uow) = A(v o u) + p(w o u) = (Av + pw) o u. 


uo (vow) = (uov)ow = (vou)ow = vo (uow) =vo(wou)={(vow)ou. 


On 7 ~ Av + pw E Cuy et vow E€ Cy. On peut conclure que Cy est une sous-algèbre 
de L(E). 


Exercice 2 
Soit 


pE {M(at) = K p. | (ab) e R°}. 


(a) Montrer que E est une algèbre réelle commutative pour les lois usuelles. 


| (b) Vérifier que l'algèbre E est isomorphe à C. 


Solution 
(a) méthode 
| Une sous-algèbre est une algèbre pour les lois restreintes (Th. 1 p. 70). 


On montre que E est une sous-algèbre de l'algèbre réelle M2(R) des matrices carrées 
de taille 2. 


1. On vérifie l'appartenance du neutre pour la multiplication et non seulement le caractère non vide 
ou l’appartenance du neutre additif. 
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L'ensemble Æ est une partie de M(R) et la matrice Ip = M(1,0) appartient à E. 
Soit À, u € R et A, B € E. On peut écrire A = M(a,b) et B = M (c,d) avec a,b, c,d réels 
et l'on vérifie par calcul matriciel ! 


XA+uB = M(\a+uc, àb+pd) €E et AB=Mi(ac-—bd,ad+bc)e E. 


La partie E est donc une sous-algèbre de M(R), c’est une algèbre réelle pour les lois 
usuelles. De plus, elle est commutative car, avec les notations précédentes, on observe 
l'égalité AB = BA. 


(b) Pour que la question ait un sens, on doit comprendre € comme une algèbre réelle. 
On introduit l'application y: C — E définie par 


pla +ib) = M(a,b) pour a,bER. 


méthode 
| Une application opérant entre deux algèbres est un morphisme d’algèbres lors- 
qu’elle envoie le neutre multiplicatif sur le neutre multiplicatif et que l’image 
d’une combinaison linéaire (resp. d’un produit) est la combinaison linéaire des 
images (resp. le produit). 


L'application & opère entre les deux algèbres réelles C et E. On à (1) = Iz et, pour 
tous À, u E€ R et z,z € C, on vérifie en écrivant z = a + ib et z’ = c+ id avec a,b,c,d 
réels 

pe + uz) = plz) + pol) et plzz’) = pa) (z). 
L'application y est donc un morphisme d’algèbres. De plus, ? est surjective car ses 
valeurs sont exactement les M (a,b). Enfin, ọ est aussi injective? car M (a, b) = Où si, et 
seulement si, a = b = 0 et donc Ker(y) = {0}. 
Finalement, y est un isomorphisme d’algèbres réelles. 


Exercice 3 
Soit + un élément d'une K-algèbre (A,+,x,.) et P = ao +a1X +-.-+a,XP un 
polynôme de K[X]. On appelle valeur du polynôme P en x l’élément 


p 
P(x) = Joona" = Gpila + Ge Et e A 
n=0 


(a) Montrer que l'application Es: P + P(x) détermine un morphisme d’algèbres. 
On dit qu’un polynôme P est annulateur de x si P(x) = 04. 


(b) Que dire de l'ensemble des polynômes annulateurs de l'élément z? 


1. On peut aussi mener le calcul en écrivant M (a,b) = alz + bJ avec J = M(0,1) vérifiant J? = —. 
2. T’application @ est linéaire, on peut établir son injectivité en étudiant son noyau. 
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Solution 


(a) L'application E, est définie au départ de la K-algèbre K[X] et à valeurs dans la 
K-algèbre À. Vérifions que Æg envoie le polynôme constant égal à 1 sur 14 et que l’image 
d’une combinaison linéaire (resp. d’un produit) est la combinaison linéaire des images 
(resp. le produit). 

Si P est le polynôme constant égal à 1, la formule définissant la valeur d’un polynôme 
en z donne 
Es) = 1e = 14. 
Soit À, u E€ K et P=ag+aX+...+a, XP et Q = bo +b1X +::-+0b,X% des polynômes 
de K[X]. Quitte à adjoindre des coefficients nuls à la description de ces deux polynômes, 
on peut écrire 


max(p,q) p+q 
AP +uQ = 5 (Aan + bn) X” et PQ= 5 Cn X” avec Cn = X arbe 
n=0 n=0 k+l=n 


où la somme définissant Cn s'étend sur les couples (k, £) vérifiant la condition k+£=n 
mais aussi k € [0; p] et £ € [0: a]. Par opérations dans l’algèbre À, on a alors 


max(p,q) max(p,q) max(p,q) 
Ez AP + uQ) = 5 (Aan + pbn)z” = À D nT” +H > baz” 
n=0 
P q 
=À ` Ant" +Y bnz” = AEs(P) + uEz:(Q) 
n=0 n=0 
i ptq p+g p q 
E,(PQ) = >, nt = | 5 (axz*) e) = 5 (Sa Gus) 
n=0 n=0 \k+t=n k=0 \£=0 
Enfer) ame 
k=0 


Ainsi, on peut affirmer que E, est un morphisme d’algèbres. 


(b) méthode 
Le noyau d’un morphisme d’algèbres est un sous-espace vectoriel et un idéal 
de l’algèbre de départ. 


L'ensemble des polynômes annulateurs d’un élément x est le noyau du morphisme 
d’algèbres Ez, c’est done un sous-espace vectoriel et un idéal de K[X]. 

Les idéaux de K[X] étant les P K[X] pour P polynôme, on peut affirmer que, lorsque 
l’ensemble des polynômes annulateurs de x n’est pas réduit au polynôme nul, il existe 
un unique polynôme unitaire! M, tel que les polynômes annulateurs de z correspondent 
aux polynômes multiples de Mz. 


1. Le polynôme M, est alors appelé le polynôme minimal de x. 
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3.3.2 Matrices semblables 


| Exercice 4 
Parmi les matrices suivantes, figure-t-il des matrices semblables 1 ? 
CCI 1 dl 1 0 O0 ail 
(TANT SI (b){[0 1 1 (AI À {d) [1 1 0 
E 4 A omon L dis à CR 
Solution 


On note respectivement À, B, C et D les quatre matrices introduites. 


méthode 
Deux matrices semblables ont le même rang, la même trace et le même déter- 
minant (les réciproques sont fausses). 


Les quatre matrices sont de rang 3 et de déterminant 1 mais la matrice À est de trace 
égale à 1 alors que les trois autres matrices sont de traces égales à 3 : la matrice À n’est 
semblable à aucune des autres matrices. 


méthode 
Après permutation des vecteurs de base, les matrices B et C figurent le même 
endomorphisme. 


Soit E un espace de dimension 3 muni d’une base e = (e1, €2, €3) et u l’endomorphisme 
figuré par B dans e. Considérons la base e’ = (e3,62,e1) obtenue par permutation des 
vecteurs de e. La matrice de u dans e’ est exactement ? C. Les matrices B et C sont donc 
semblables. 


méthode 
Si deux matrices carrées M et N de taille n sont semblables, AI, + M et 
Xl + N le sont aussi. 


Par l'absurde, supposons les matrices B et D semblables. Il existe P inversible telle 
que B = PDP-L. On a alors B — I = P(D —-1:)P-! et donc B — Iz et D — Iz sont 
semblables. Or B — Iz est une matrice de rang 2 alors que D — I est de rang 3 : c'est 
absurde. Les matrices B et D ne sont donc pas semblables. Par transitivité de la relation 
de similitude, les matrices C et D ne sont pas non plus semblables. 


Finalement, seules les matrices B et C sont semblables. 


1. Deux matrices carrées de même taille À et B sont semblables lorsqu'il existe une matrice P in- 
versible vérifiant A = PBP7L. Par la formule de changement de bases, cela revient à signifier qu’elles 
figurent le même endomorphisme. 

2. Les colonnes de la matrice de u dans e’ sont formées des coordonnées dans e’ des images des 
vecteurs de e’ : permuter les vecteurs de la base permute les colonnes et les lignes. 


3.3 Exercices d'apprentissage 


Exercice 5 
Soit À € M3(R) une matrice non nulle vérifiant A? = O3. Établir que A est semblable 
à la matrice 


OMOMD 
B=|1 0 0 
0 0 0 


Solution 

La matrice B est une matrice non nulle de M3(R) vérifiant elle B? = O3 : ce constat 
est une nécessité pour affirmer que À puisse être semblable à B mais ne démontre pas 
que ceci a lieu! 


méthode 
On introduit un endomorphisme figuré par À et l’on recherche (souvent en 
menant une analyse) une base dans laquelle cet endomorphisme est figuré 
par B. 


Soit a l’'endomorphisme canoniquement t associé à la matrice A. C’est un endomor- 
phisme de E = R? vérifiant a Æ 0 et a? = 0 car À Æ O3 et A? = O3. 

Analyse : Supposons qu’il existe une base e = (e:,€2,€2) dans laquelle la matrice de a 
soit égale à B. Par les colonnes de la matrice B, on lit 


a(e1)=e, aļe2)=0m et a(es) = 0x. (+) 


Le choix du vecteur e1 détermine le vecteur € = a(e1). Ce dernier ne doit pas être nul 
et es est à choisir en dehors de Ker(a). En revanche, le vecteur ez doit appartenir au 
noyau de a mais ceci est assuré car a? = 0. Enfin, le vecteur e3 doit aussi appartenir 
au noyau de a et cet espace doit donc être de dimension au moins 2. Vérifions cette 
dernière propriété. Sachant a? = 0, on peut affirmer Im(a) C Ker(a). Or la formule du 
rang donne rg(a) + dim Ker(a) = 3 et donc rg(a) = 1 et dim Ker(a) = 2 car a n’est pas 
nul. 

Ces conditions nécessaires étant étudiées, vérifions maintenant qu'il est possible de 
construire une telle base. 

Synthèse : Soit e, un vecteur de E n'appartenant pas à Ker(a). Un tel vecteur existe 
car l’endomorphisme a est non nul. Posons ez = a(e1) ce qui définit un vecteur non 
nul appartenant au noyau de a car a? = 0. Enfin, complétons la famille libre (e2) en 
une base (e2,e3) de Ker(a) ce qui est possible car cet espace est de dimension 2. Par 
construction, les égalités (x) sont vérifiées. Il reste à justifier que la famille e = (e:,e2,e3) 
est une base de Æ. Il s'agit d’une famille de longueur 3 dans un espace de dimension 3, 
il suffit de vérifier sa liberté. 

Soit (A1, À2, 3) € R° tel que 


À161 + À2e2 + À3€3 = Üg. (A) 

1. L'application linéaire canoniquement associée à une matrice À € Mn,p(K) est l'application linéaire 

de KP vers K” figurée par la matrice A dans les bases canoniques de KP et K”. C’est aussi l'application 

qui à x € KP associe y = As où, dans ce calcul, on identifie vecteur de KP (resp. K”) et colonne 
de My,1(&) (resp. de Mn,1(K)) formée des mêmes coefficients. 
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En appliquant a aux deux membres de légalité (A) on obtient À1e2 = 0g et donc À = 0. 
La relation (A) se simplifie alors en À2eo + Àsez = 0g et donc Àz = À3 = 0 car la 
famille (es, e3) est libre. La famille e est donc libre. 

Finalement, la famille e = (e1, €2, €3) est une base de E dans laquelle l’endomorphisme a 
est figuré par B : les matrices À et B sont semblables. 


3.4 Exercices d'entraînement 


3.4.1 Lorsque le corps de base est Q... 


Exercice 6 ** 
(a) Le polynôme X? — 3X — 1 est-il irréductible dans Q|X]? dans R[X] ? 


(b) Mêmes questions avec X4 + 1. 


Solution 


(a) méthode 
Un polynôme est irréductible dans K{X] lorsque ses seuls diviseurs sont les 
polynôrnes constants non nuls et ses polynômes associés. 


Par l'absurde, si le polynôme P = X? — 3X + 1 n’est pas irréductible dans Q[X], il 
est possible de l'écrire comme produit de deux polynômes à coefficients rationnels non 
constants. L'un d’eux est de degré 1 et détermine donc une racine r € Q de P. On écrit r 
sous forme irréductible p/q (avec p € Z, q € N* et p Aq = 1) et légalité P(r) = 0 donne 
après réduction au même dénominateur 


P? — 3pq° — q° = 0. 


L'entier p divise p3 — 3pq? et donc divise q? = q? x 1. Or p est premier avec q et donc 
(par le lemme de Gauss) p divise 1, c’est-à-dire p = +1. Aussi, q divise 3pq° + g? = p? 
mais est premier avec p et donc q = 1. Ainsi, r = +1. Cependant, ni 1, ni —1, ne sont 
racines de P. C’est absurde. Le polynôme P est donc irréductible dans Q|X]. 

En revanche, il west pas irréductible dans R[X] car il est de degré impair et possède 
donc une racine réelle a : le polynôme X — a est alors un facteur non trivial de P. 


(b) Bien qu'il ne possède pas de racines réelles, le polynôme Q = X 44 1 n’est pas 
irréductible ! dans R[X] : on peut le factoriser en faisant apparaître une différence de 
deux carrés? 


Xt +1= (X? +1)? -2X? = (X? — VX +1)(X? + V2X +1). (x) 


1. Les polynômes irréductibles de R[X] sont les polynômes de degré 1 et les polynômes de degré 2 
sans racines réelles. 

2. On peut aussi factoriser le polynôme dans C[X] et recombiner les facteurs conjugués pour former 
la factorisation dans R{X]. 
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En revanche, le polynôme Q est irréductible dans Q[X]. En effet, si D est un diviseur 
non trivial de Q dans Q|X], c'est aussi un diviseur dans R[X]. Cependant, la facto- 
risation (*) fournit la décomposition en facteurs irréductibles de Q dans R[X] et les 
diviseurs non triviaux de Q dans R[X] sont donc les polynômes associés à X? — V2X +1 
et à X2 + 2X +1. Le polynôme D ne peut être de cette forme car 2 est un nombre 
jrrationnel. 


Exercice 7 ** 
On munit R de sa structure ! de Q-espace vectoriel. 


(a) Soit d € N*. À quelle condition la famille cd vd) est-elle libre ? 
(b) Établir la liberté de la famille (1, V2, V3, V6). 


Solution 


(a) méthode 
Une famille est libre lorsqu'une combinaison linéaire nulle des vecteurs de 
la famille est nécessairement écrite avec des scalaires tous nuls. Ici, on sera 
attentif à ce que les scalaires sont des nombres rationnels. 


Cas : d est le carré d’un entier n. On peut simplifier la racine et affirmer que la fa- 
mille (1, vd) est liée en vertu de la relation linéaire suivante 


n 1+(-1}Vd=0. 
St Su 
EQ EQ 


Cas : d n’est pas le carré d’un entier. Soit (À, y) € Q? tel que À1 + uvd = 0. En rédui- 
sant À et y; à un dénominateur commun q, on obtient l'écriture 


a+bVd=0 avec ben Ac due 
q q 


On en tire a = —bvd, puis, en élevant au carré, a? = b?d. 

Si a ou b est non nul, l’autre est aussi non nul et les facteurs premiers de a? et b? 
s'écrivent tous avec des exposants pairs. Il en est alors de même pour d qui est donc 
le carré d’un entier. Ceci étant exclu, on obtient (a,b) = (0,0) puis (A, x) = (0,0). La 
famille (1, vd) est alors libre. 


Finalement, la famille (1, va) est libre? dans le Q-espace vectoriel R si, et seulement 
si, d n’est pas le carré d’un entier. 


1. Les vecteurs sont les nombres réels et les scalaires exprimant les combinaisons linéaires sont des 
nombres rationnels. Le produit extérieur est la multiplication usuelle. Cet espace est de dimension infinie 
(voir sujet suivant). 

2. Dans le R-espace vectoriel R cette famille est assurément liée car comporte deux vecteurs en 
dimension 1. 
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(b) Soit (a,B,7,6) € Q tel que a + 8V2 + V3 + 56 = 0. Après réduction des 
rationnels à, 8, y, ô à un dénominateur commun q, on obtient l’écriture 


b 
Y © et 6 
q q 


a+bV2+cv3+dvV6—=0 avec a,b,cdeZ,a “P 


méthode 
On forme des relations sur a,b,c,d en isolant deux termes et en élevant au 


carré. 
D'une part, (a + V2)” = (ev3 + dv6)* et, en développant les carrés, 
a? + 2abV2 + 26? = 30? + GcdV2 + 6. 
La famille (1, 2) étant libre, on peut identifier les rationnels en facteur de 1 et de V2 : 


fa? +2? = 32 +6d? (1) 


i 2ab = 3cd. 
\Ņ À D'autre part, (a+ evy 3)” = (by2 + dV6) et le même raisonnement qu'au-dessus donne 
G fa +3 =2W +6 (2) 
i 2ac = 4bd. 


Après simplification, la somme des équations (1) et (2) donne a? = 6d? ce qui en- 
traîne a = d = D car 6 n’est pas le carré d’un entier. Aussi, la différence des équations (1) 
et (2) conduit à b = c = 0. 

Finalement, la famille (1, V2, V3, V6) est libre dans le Q-espace vectoriel R. 


| Exercice 8 ** 
On peut énumérer { l’infinité des nombres premiers en ordre croissant afin de former | 
une suite (Pn)n>1 : Pı = 2, p2 = 3, ps = 5, etc. | 
(a) Montrer que la famille (Inp.).>1 est une famille libre du Q-espace vectoriel R. 


(b) Que dire de la dimension du Q-espace vectoriel R? 


Solution 


(a) méthode 
La liberté d'une famille infinie équivaut à la liberté de toutes ses sous-familles 
finies. 


| Soit n € N* arbitrairement grand. Il nous suffit d'établir la liberté de la sous-famille 
finie (Inp;,...,Inpn). 


1. L'ensemble des nombres premiers est dénombrable. 


3.4 Exercices d'entraînement 


Soit (M,--., Àn) € Q” tel que M inp; +-+- + àn imp, = 0. En réduisant les nombres 
rationnels À,...,À, à un même dénominateur q, on obtient l'écriture 


amp; +: +aninpr = 0 avec ax € Z et à= = pour tout k € [lin]. 


Par la propriété de morphisme du logarithme, on obtient légalité 


(TI pe) =0 puis [le = 
k=1 k=1 


Afin d'interpréter cette égalité dans le cadre de l’arithmétique des entiers, on sépare les 
facteurs du produit selon le signe de a4 


[= IL 


1Sk<n 1<k<n 
ax 20 ax <0 


Les deux membres de l'égalité correspondent à l'écriture d’un entier en produit de facteurs 
premiers, l’unicité de la décomposition en facteurs premiers des entiers entraîne œp = 0, 
puis À = 0, pour tout k € [1;n]. 

La famille étudiée est donc libre. 


(b) Le Q-espace vectoriel R contient une famille libre infinie, il est donc de dimension 
infinie. 


3.4.2 Applications linéaires 


Exercice 9 * 

Soit f un endomorphisme d’un espace E de dimension finie vérifiant rg( F7 = rg(f). 
(a) Établir Im(f?) = Im(f) et Ker(f?) = Ker(f). 
(b) Montrer que les espaces Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires dans E. 


Solution 


(a) méthode 
On transforme les inclusions Im(f?) C Im(f) et Ker(f) C Ker(f?) en égalité 
par un argument de dimension. 


Soit y € Im(f?). Il existe un antécédent x € E tel que y = f?(x) et donc y est élément 
de Im(f) car on peut écrire y = f(f(x)) = f(a) avec a = f(x) élément de E. Ainsi, on 
a inclusion ! Im(f?) C Im(f). De plus, l'hypothèse rg(f) = rg(f?) fournit légalité des 
dimensions et l’on peut affirmer Im( f°) = Im(f). 


1. Plus généralement, on peut affirmer Im(g o f) C Im(g) pour tous f et g endomorphismes de E. 


OO 
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Aussi, pour æ € Ker(f), on a f(x) = 0% donc f?(x) = f(0g) = Or. Ainsi, on peut 
écrire! Ker(f) C Ker(f?). De plus, la formule du rang appliquée à f et f? donne 


dim E = rg( f) +dimKer(f) et dimE = rg(f?) + dim Ker(f°). 


On en déduit dim Ker( f) = dim Ker( faj: Par inclusion et égalité des dimensions, on 
conclut Ker(f?) = Ker(f). 


(b) méthode 
Il suffit de vérifier que Im( f) et Ker(f) sont en somme directe avant de conclure 
avec un argument de dimension. 


Soit z € Ker( f) N Im(f). On a f(x) = 0g et l’on peut introduire un antécédent a € Æ 
tel que x = f(a). On à alors FA) = f(x) = 0p et donc a appartient au noyau de F: 
Or celui-ci se confond avec le noyau de f et donc x = f(a) = Op. Ainsi, les espaces Im(f) 
et Ker(f) sont en somme directe. De plus, la formule du rang donne 


dim E = dim fm(/f) + dim Ker(f) 


et l’on peut conclure que les espaces Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires. 


Exercice 10 * 
Soit f un endomorphisme d’un espace E de dimension finie. Montrer 


Ker(f) = Im(f) = (J =0 et dim E = 2rg(f)). 


Solution 


méthode 
| Pour f, g € L(E), on sait 


go f =0 «<= Im(f) C Ker(g) 


On raisonne par double implication. 

( = ) Supposons Ker(f) = Im(f). D’une part, f? = 0 car? Im(f) C Ker(f). D'autre 
part, la formule du rang donne dim E = rg( f) + dim Ker(f) = 2 rg(f) car les dimensions 
de Ker(f) et Im(f) sont égales. 

(<=) Supposons f? = 0 et dim E = 2rg(f). D'une part, Im(f) C Ker(f) car ÿ 
fo f = 0. D'autre part, la formule du rang donne 2rg(f) = dim E = rg(f) + dim Ker(f) 
et donc dimIm(f) = dim Ker(f). Par inclusion ct égalité des dimensions, on peut con- 
clure Im(f) = Ker(f). 


1. Aussi, on peut affirmer Ker(g) C Ker(f o g) pour tous f et g endomorphismes de F. 
2. Pour tout x € E, f(x) est élément de Im(f) donc de Ker(f) et par conséquent f(f(æ)) = 08. 
3. Tout y de Im(f) peut s'écrire f(x) avec x € E et alors f(y) = J (F£) = 08 donc y € Ker(f). 


LL _E 


3.4 Exercices d'entraînement 
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Exercice 11 ** 

Soit f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel Æ de dimension finie. 
(a) Montrer 

rg(g o f) =rg(g) <= E = Im(f) + Ker(g). 


(b) Montrer 


rg(go f) =rg(f) = Im(f)NKer(g) = {05}. 


Solution 


(a) méthode 
Sachant l'inclusion Im{(g o f) C Im(g), légalité des rangs de go f et g signifie 
légalité des espaces images. 


On raisonne par double implication. 


(<=) Supposons E = Im(f) + Ker(g). Soit y élément de Im(g). On peut introduire 
un antécédent x € E tel que y = g(x) et écrire x = a + b avec a € Im(f) et b € Ker(g). 
On peut aussi écrire a = f(c) avec c € E et alors 


y = g(x) = gla) + 9(b) = gla) = g(f(c)) € Im(g o f). 


Par conséquent, Im(g) C Im(g o f) puis Im(g) = Im(go f) donc rg(go f) = rg(g). 

( = ) Supposons rg(g o f) = rg(g) et donc Im(g) = Im(go f) : la force de cette hypo- 
thèse réside dans l'inclusion Im(g) C Im(go f) qui signifie que nimporte quel vecteur g(x) 
peut s'écrire sous la forme g(f(a)) pour un certain vecteur a de E. 

Soit x € E. Introduisons, un vecteur a tel que g(x) = g( f (a)) et considérons le vec- 
teur b =g f(a). On a x = f(a) +b avec f(a) € Im(f) et b € Ker(g) car g(x) = g(f(a)). 
Ainsi, Æ C Im(f) + Ker(g) et donc E = Im(f) + Ker(g) puisque l’inelusion réciproque 
est entendue. 


(b) méthode 
Sachant linclusion Ker(f) C Ker(g o f), légalité des rangs de f et go f 
signifient légalité des noyaux. 


On raisonne par double implication. 


(<= ) Supposons Im(f) N Ker(g) = {0g}. Soit x un élément de Ker(g o f). Pour celui- 
ci, on a à la fois f(x) dans Im(f) et dans Ker(g). On a donc f(x) = 0g. On en déduit 
Ker(go f) C Ker( f). L'autre inclusion étant immédiate, on obtient légalité des noyaux, 
puis, par la formule du rang, l'égalité des rangs de f et de go f. 


( = ) Supposons rg(g o f} = rg(f). À l'inverse du raisonnement précédent, on peut 
affirmer Ker(go f) = Ker( f). Soit x € Im(f)NKer(g). On peut écrire x = f(a) aveca € E 
et lon a g(x) = 0g. On en déduit {go f)(a) = DE et donc a est élément de Ker(go f), c'est- 
à-dire de Ker( f). On peut alors conclure x = f(a) = Or. Ainsi, Im(f) N Ker(g) C {0g} 
et l’on conclut Im(f) N Ker(g) = {0g} car Pinclusion réciproque est entendue. 


d 
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Exercice 12 ** (Noyaux et images itérés) 
Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E et p € N. 
(a) Montrer que si Ker(f?) = Ker(f?t1) alors, pour k € N, Ker(f?) = Ker(fPt*). 


(b) Établir la même propriété avec les espaces images. 
(c) Donner un exemple d’endomorphisme f pour lequel il n’existe pas d’entiers p 
tels que Ker(f?) = Ker( fP+t). 


(d) Même question avec les espaces images. 


Solution 
(a) On connaît ! la croissance (au sens de l'inclusion) de la suite des Ker (FP). I s’agit 
ici d'établir que la suite devient constante dès que deux noyaux successifs sont égaux. 


Supposons Ker(f?+!) = Ker(f?). 
méthode 
On propage légalité Ker(f°+1) = Ker(f?) en écrivant 
ptet) = fr (PE (a). 
Soit xz € E et kÆ N. Ona 
ze Ker(fP+#+1) <= f(x) € Ker(frt1) 
<— f*(x) € Ker(f?) 
= re Ker(frtf), 


On en déduit Ker(fP**#1) = Ker(fP+*). Par une récurrence facile, on peut conclure à 
l'égalité Ker(f?t*) = Ker(f?) pour tout k € N. 


(b) On connaît la décroissance? de la suite des Im( fr). On montre ici que la suite 
devient constante dès que deux images successives sont égales. 


Supposons Im(f?+1) = Im(f?). 
méthode 
On propage l'égalité Im(fr+1) = Im(f?) par l'écriture 
FPT (a) = F? (JP (a)). 
SoityeËÉetkenN.Ona 
y elm(frtf) <> Iz € Im(f?), y = f (2) 
4> ire HO), y = f(x) 
4> yE af pe er), 


1. Si fP(x) = 0g alors fPti (x) = f(0r) = 0g : Voir le sujet 24 du chapitre 8 de l'ouvrage Exercices 
d’algèbre et de probabilités MPSI. 
2. Si y = fPFl(x) alors y = fP(a) avec a = f(x). 


3.4 Exercices d'entraînement 


On en déduit Im{fP*#t1) = Im(fP+#k) et l’on peut alors conclure Im (PE) = Im(f?) 
pour tout keN. 


(c) Dans un espace de dimension finie, les dimensions des noyaux itérés forment une 
suite d’entiers majorée donc constante à partir d’un certain rang. Les noyaux sont alors 
égaux à partir de ce rang. Un exemple tel que demandé ne peut alors être trouvé qu’en 
dimension infinie. Dans l’espace K[X], on peut proposer l’endomorphisme D de dérivation 
pour lequel Ker(D?) = K,_1{[X] pour tout p > 1. 


(d) De la même façon, un exemple doit être recherché en dimension infinie : l’endo- 
morphisme Ÿ: P — XP dans K[X] convient ! puisque Im{y?) = XPK[X]. 


Î Exercice 13 ** 
Soit J, g, h € L(E) tels que fog=h,goh=fethof —4. 
(a) Montrer que f, g et h ont même noyau et même image. 
(b) Vérifier f’ = f. 


(c) En déduire que Pimage et le noyau de f sont supplémentaires dans Æ. 


Solution 


(a) méthode 
On emploie l'égalité f o g = h pour affirmer que le noyau de g est inclus dans 
celui de h et l’image de h incluse dans celle de f. 


Soit x élément de Ker(g). On a (zx) = (f o g)(x) = f(g(x)) = f(0x) = 0g donc x 
appartient à Ker(h). Ainsi, on a l'inclusion Ker(g) € Ker(h). De même, l'égalité goh = f 
donne Ker(h) C Ker(f) et h o f = g donne Ker(f) C Ker(g). On a alors les inclusions 


Ker(g) € Ker(h) C Ker( f) C Ker(g) 


et Pon peut conclure que les trois noyaux sont égaux. 


Aussi, À = f o g entraîne que les valeurs prises par h sont des valeurs prises par f- On 
peut ainsi affirmer [Im(h) C Im(f) mais aussi Im( f) € Im(g) et Im(g) C Im(h) car on a 
respectivement f = g o h et g = ho f. Les trois espaces images sont égaux. 


(b) méthode 
| On vérifie f? = g? = A2. 


Par associativité f? = (go h) o f = go (ho f) = g?. De même, on a g? = h? et alors 


J = ok of =g0(goh)o(hof)=g0(f0g9)=g0h=f. 


l. Les deux exemples précédents sont à rapprocher des endomorphismes qui transforment une suite 
numériques (uo,u1,...) en une suite obtenue par décalage, soit en perdant le premier terme (u1,u2,...), 
soit en insérant un premier terme nul (O,uo,u,...). 
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(c) méthode 
On vérifie! par analyse-synthèse que tout vecteur de E s'écrit de façon unique 
comme la somme d’un vecteur de limage et d’un vecteur du noyau. 


Soit x € E. 

Analyse : Supposons x = a + b avec a € Im(f) et b € Ker(f). On peut écrire a = fc) 
avec c € E et Pon a f(x) = f5(c) = f(c) = a. Ceci détermine a puis b = x — a de façon 
unique. 

Synthèse : Posons a = f(x) et b = x—a. On a immédiatement a € Im(f) et x = a+b. 
Reste à vérifier l'appartenance de b au noyau de f : ce qui résulte du calcul suivant : 


F6) = F(æ) — fla) = f(x) — F (e) = 0z. 


On peut conclure que les espaces Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires. 


Exercice 14 ** 
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n € N. Montrer 


f est un projecteur <=> rg(f) + rg(Idre — f) =n. 


Solution 
Raisonnons par double implication. 


( = ) Si f est un projecteur, les espaces Im{f) 
et Ker(f) sont supplémentaires et f est la projec- 
tion sur Im(f) parallèlement à Ker( f). L'endomor- 
phisme Idg — f correspond alors à la projection 
complémentaire de f, c’est-à-dire la projection sur 0z/ P Fa) 
Ker( f) parallèlement à Im( f). On en déduit 


rg(f)+rg(īdp — f) = dim Im(f) + dim Ker( f) = n. 
(= ) Supposons rg( f) + rg(Ide — f) =n. 


méthode 
| On vérifie que les espaces F = Im(f) et G = Im(Idg — f) sont supplémentaires. 


Pour tout x € E, on peut écrire x = a +b avec a = f(x) € F et b = g — f(£) € G. 
Ainsi, E C F +G puis E = F +G. Or dim F + dim G = rg(f) +rg(ldg — f) = dim £ et 
donc E=FG. 

L'écriture s = f(x) + (x — f(x)) apparaît comme l’unique façon de décomposer un 
vecteur x en la somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de G. Puisque Papplication f 
associe à x le premier vecteur de cette écriture, elle se comprend comme la projection 
sur F parallèlement à G. 


1. S'il y avait eu une hypothèse de dimension finie, on aurait pu établir que les espaces sont supplé- 
mentaires en étudiant leur intersection et en employant la formule du rang : dim E = rg( f) + dim Ker(f). 


3.4 Exercices d'entraînement 


Exercice 15 ** 
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel F de dimension finie. Montrer 


dim Ker(u o v) < dim Ker(u) + dim Ker(v). 


Solution 


méthode 
| On applique la formule du rang à la restriction de v au départ de Ker(u o v). 


Notons v’ la restriction de v au départ de Ker(uov). Celle-ci est une application linéaire 
et la formule du rang appliquée à v’ permet d'écrire 


dim Ker(u o v) = rg{u') + dim Ker(v’). (+) 
espace de départ 


Cependant, 
Ker(v') = Ker(v) N Ker(u o v) 
ct donc Ker(v’} C Ker(v) ce qui entraîne dim Ker(v') < dim Ker(v). 
Aussi, les valeurs prises par v’ appartiennent à Ker(u) car, pour tout x € Ker(u o v), 
on à u(v'(x)) = u(v(z)) = 0g. On a ainsi Im(v’) C Ker(u) et donc rg(v’) < dim Ker(u). 
L'équation (*) donne alors la relation voulue. 


Exercice 16 ** 

Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel Æ de dimension finie. 
(a) Déterminer la dimension de l’espace À = { f € L(E) | Im(f) c F}. 
(b) Déterminer la dimension de l’espace B = { f € L(E) | F c Ker(f)}. 


Solution 
On vérifie dans les deux études que les parties À et B sont des sous-espaces vectoriels 


de L(E) car non vides et stables par combinaisons linéaires. 
(a) méthode 


On peut calculer la dimension d'un espace en déterminant un isomorphisme 
entre celui-ci et un espace de dimension connue. 


Les endomorphismes dont l’image est incluse dans F peuvent s'identifier aux applica- 
tions linéaires de Æ vers F. Plus précisément, l'application ®: À — L(E, F) qui associe 
à f € A sa restriction! f|Ẹ au départ de FE et à valeurs dans F est un isomorphisme 
d'espaces vectoriels. On en déduit 


dim A = dim£(E, F) = dim E x dim F. 


1. Cette restriction est bien définie car l'application f prend ses valeurs dans F 


Se 
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(b) méthode 
Une application linéaire est entièrement déterminée par ses restrictions li- 
néaires sur des espaces supplémentaires. 


Introduisons G un espace supplémentaire de F et, pour f € £(E), notons f|E et FIE 
les restrictions de f au départ de F et G et à valeurs dans E. Les éléments de B sont 
exactement les endomorphismes dont la restriction au départ de F est nulle : ils sont 
entièrement déterminés par leur restriction au départ de G qui est une application linéaire 
quelconque de G vers FE. Ainsi, l'application ®: B — L(G, E) qui à f € B associe FIE 
est un isomorphisme d'espaces vectoriels. On en déduit 


dim B = dim L(G, E) = (dim E - dim F) dim £. 


méthode 
|| Une résolution matricielle de ce sujet est aussi possible. 


Si l'on introduit une base de Æ dont les premiers vecteurs forment une base de F, les 
endomorphismes des espaces À et B correspondent respectivement à ceux figurés dans e 


par les matrices par blocs 
xo t 0 x 
o0) % 0» 


où les blocs diagonaux sont carrés de tailles r et n — r avec n = dim E et r = dim F. 


Exercice 17 ** 
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que la famille (x, f(x)) est liée 
pour tout vecteur x de E. 


(a) Justifier que, pour tout x € Æ, il existe un scalaire a tel que f(x) = ax. 


(b) En déduire que f est une homothétie vectorielle. 


Solution 
(a) Si x = 0x, n'importe quel scalaire œ convient. 
Sinon, la famille (x, f(x)) étant liée, il existe (À, y) # (0,0) tel que Az + uf (x) = Os. 
Le scalaire y ne peut pas être nul car x n’est pas le vecteur nul et le couple (À, p) n’est 
pas le couple nul. On peut alors diviser par p et écrire f(x) = ax avec à = —À/y. 


(b) A priori, le scalaire œ introduit! à la question précédente dépend de la valeur 
de z. Pour souligner cette dépendance, notons le a; lorsque x est non nul. 


méthode 
| On montre que ar = à, en étudiant f(x + y). 


Soit x et y deux vecteurs non nuls de E. Par linéarité, on a f(s + y) = f(x) + f(y) et 
donc 
Que +Y) = Art + ayy. 


1. Lorsque x est un vecteur non nul, le scalaire œ est déterminé de façon unique. Lorsque x est le 
vecteur nul, le scalaire à peut être choisi de façon arbitraire. 


3.4 Exercices d'entraînement 


Poursuivons? en discutant selon que la famille (x, y} est libre ou non. 
Cas : (x, y) est libre. L'égalité précédente donne la combinaison linéaire nulle 


(Qz+y = QT + (Oty EE ayy = 0p. 


On en déduit &z+y — As = Qr+y — Qy = 0 donc à; = Qy- 
Cas : (x,y) est liée. On peut écrire y = Ax avec À Æ 0 car x et y sont deux vecteurs 
non nuls. On vérifie alors directement l'égalité de @, et à, car 


F(Y) = ayy = ayAr et f(y) = FAx) = À f(x) = Aasr. 


Sachant À Æ 0 et z # 0p, on conclut : &; = Qy. 

Ainsi, l'application £ + @, est constante sur E \ {04}. Notons a la valeur de cette 
constante. Pour tout vecteur x non nul, on a f(x) = ax et cette égalité est aussi valable 
si x est le vecteur nul. Finalement, f est une homothétie. 


Exercice 18 *** 
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie. 
Résoudre l'équation u o f = v d’inconnue f € L(E). 


Solution 

S’il existe un endomorphisme f tel que uo f = v, les valeurs prises par v sont nécessai- 
rement des valeurs prises par u, c’est-à-dire Im(v) C Im(u). Supposons cette condition 
remplie pour la suite. Pour résoudre l'équation u o f = v, on souhaite pouvoir inverser 
l’endomorphisme u. 


méthode 
Une application linéaire induit un isomorphisme entre tout supplémentaire de 
| son noyau et son image. 


Soit S un espace supplémentaire de Ker(u) dans E et p l’isomorphisme réalisé par la 
restriction de u au départ de § et à valeurs dans Im(u). Considérons ensuite fı = 7t ov. 
Cette application est bien définie car v prend ses valeurs dans Im(u) qui est l’espace 
de définition de 71. Par composition d’applications linéaires, on peut aussi affirmer 
que fı est linéaire et l’on peut comprendre fı comme un endomorphisme de E. Enfin, 
puisque %7! prend ses valeurs dans S et que u se confond avec @ sur §, on vérifie : 


uofi=gop 'ou=v. 


—Idim(s) 
Ainsi, fı détermine une solution de l'équation uo f = v. 


méthode 
L'obtention d’une solution particulière à une équation linéaire permet de ra- 
mener l’étude à la résolution d’une équation homogène. 


1. Il n’est possible d'identifier les scalaires en facteurs de æ et y que si la famille (x, y) est libre. 
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Pour f € L(E), 
uof=v 4> uof=uof 
<= uo(f-fi)=0 
4 Im(f — fı) C Ker(u). 
Les solutions de l'équation u o f = v sont alors les endomorphismes 


f=fi+g avec ge £L(E) tel que Im(g) € Ker(u). 


3.4.3 Produit matriciel 


Exercice 19 * 
Soit À € Map(K) et B € Myn(K). Établir tr(AB) = tr(BA). 


Solution 


méthode 
Le produit MN de deux matrices M et N est possible seulement si le nombre n 
de colonnes de M est égal au nombre de lignes de N. Le coefficient général de 
la matrice produit est alors ! 


n 


[MN]; ; = yo [M]; x IN 7 


k=1 


Les produits matriciels AB et BA sont tous deux possibles et déterminent des matrices 
carrées. On peut donc calculer les traces étudiées. 
D'une part, la matrice AB étant carrée de taille n, 


n 


tr(AB) = >D (AB); ; = y D [Al ; Bha) (*) 
j=i 


i=1 i=1 
D’autre part, la matrice BA étant carrée de taille p, 
p p fn 
tr(BA) = X [BA]; =) (È [B]; [A}, J . (++) 
j=1 j=1 \i=i 


Les termes sommés dans (*) et (+*) sont identiques et il suffit d'échanger les deux 
sommes pour pouvoir affirmer tr( AB) = tr(BA). 


Exercice 20 ** 
Soit À € Mn (R). Pour M € M,{R), on pose w(M) = AM — MA. 


(a) Vérifier que ç définit un endomorphisme de M, (R). 


| (b) Calculer la trace de y. 


1. [A];,; est une notation possible pour désigner le coefficient d’indice (i,j) d’une matrice A. 


3.4 Exercices d'entraînement 


Solution 
(a) L'application p est bien définie de M,(R) vers lui-même. Pour tous A,)2 € R 
et Mı, Ma € Mn (R) on vérifie @{A1Mi + à2M2) = À(Mi) + Asg(Mo) car 


Alà Mı + AM) = (Ai Mı + A2 M2) A = À; (AM: — MA) + A2( AM2 = MA). 
(b) méthode 
|| La trace d’un endomorphisme est la trace d’une matrice figurant celui-ci. 


Étudions la matrice représentant p dans la base canonique de M,(R) constituée des 
matrices élémentaires ! F; ;. En introduisant les coefficients a; ; de la matrice À, on peut 


À = D» D Qi j Bas) . 
i=1 \j=1 


écrire 


méthode 
On obtient le produit de deux matrices élémentaires? par la formule? : 


1 it 
E;,;Er,e — ô; kEi e avec ô; k= l j J 
| ? 0 sinon. 


Pour (k, £) € [1;n]° 


pEr) => (S CEE Bims) = Z D aij Bu) 


i=1 \j=1 - =l \j=1 
d =ô; p Fi, g / = Ek, 


m m 
= ` Gi k Eig — > Ge, Er, j. 
i=1 3=1 


Les coefficients diagonaux de la matrice figurant y dans la base des matrices élémen- 
taires sont les coordonnées des y(Ep +) selon Ep e à savoir les ax x — ag z. La trace de p 
est donc 4 


tr(g) = No be 7) = ntr(4) — ntr(A) = 0 
k=1 \4=1 


car 


> ma) = X nasg =ntr(A) et > J 7) = D tr(4) = ntr(A). 
k=1 e= k=1 


k=1 \£=1 k=1 


1. Une matrice élémentaire E; j est une matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d'indice 
(i, j) qui vaut 1. 

2. Ces matrices élémentaires doivent être de types compatibles : É;,; de type (n,p), Ex,e de type 
(p,q), le produit étant quant à lui de type (n,q). Voir sujet 1 du chapitre 9 de l'ouvrage Exercices 
d’algèbre et de probabilités MPSI. 

3. j,k est un symbole de Kronecker. 

4. En fait, les endomorphismes M + AM et M + MA sont tous deux de trace ntr(A). Par des 


Calculs semblables, on peut aussi établir que la trace de l’endomorphisme M + AMA est {tr(4))* 


_ Chapitre 3. Compléments d'algèbre linéaire 


3.4.4 Ensemble de matrices 


Exercice 21 * (Le « corps » des quaternions) 
On note H l’ensemble des matrices 


M(a,b) = (5 À avec a,beC. 


(a) Montrer que H est une algèbre réelle de dimension 4 pour les opérations usuelles. 


(b) Vérifier que tout élément non nul de H est inversible dans H. 


Solution 


(a) méthode 
| On vérifie que H est une sous-algèbre de l'algèbre réelle Ma(C). 


Ma(C) est une C-algèbre de dimension 4 donc aussi une R-algèbre de dimension 8. 
L'ensemble H est une partie de M2(C) contenant le neutre multiplicatif Iz (obtenu 
pour a = 1 et b = 0). De plus, pour a,b,c,d € C et A, p € R, on vérifie par le calcul 
AM (a,b) + uM (c, d) = M{Xa + uc, àb + pd) € H 
M(a,b)M (c,d) = M (ac — bd, ad + bc) € H. 


Ainsi, H est une sous-algèbre de la R-algèbre A2(C) et c’est donc une R-algèbre. Enfin, 
en introduisant les parties réelles et imaginaires des complexes a et b, on peut écrire 


M(a,b) = tl +J + yK +2L 


avec t = Re(a), x = Im(a), y = Re(b), z = Im(b) et 


i 0 D I 0 i 
pete ia Qi 


H est l’ensemble des combinaisons linéaires réelles des quatre matrices ! Iz, J, K et L. 
Ces dernières étant linéairement indépendantes, H est un espace réel de dimension 4. 


(b) Soit (a,b) € C?. Étudions l’inversibilité de M (a, b) dans H. 
Si M(a,b) Æ Oo, on a (a,b) # (0,0) et det(M(a,b)) = lal? + |b|? 7 0. On en déduit 
que la matrice M (a, b) est inversible dans M2(C). De plus, en introduisant sa comatrice, 
on peut exprimer l'inverse de M (a, b) puis vérifier son appartenance à H : 


(M(a,b)) = a many (CMe b))) = PS 7 G a 


T —b 
=M em | fl 
re ns) 


1. On a les relations remarquables J? = K? = 1? Jo, JK = L, KL=J et LJ=K. 


_ En 


Finalement, tout élément non nul de l'algèbre H est inversible 1. 


xercices d'entraînement 


|w 
|D 
|m 


| Exercice 22 ** (Matrices de permutation) 

Soit n un entier au moins égal à 2. On appelle matrice de permutation associée à 
une permutation o de Sn, la matrice déterminée par 

USE 7) 

OMS EEE 

(a) Vérifier P(o o o') = P{a)P(0') pour tous o et o’ dans Sy. 


(b) Calculer le déterminant d’une matrice de permutation. 


Ro) CEO ETEN E Ma(R) avec dij = { 


(c) Justifier “(P(o)) = P(o-1?) pour toute permutation o € Sn. 


Solution 
(a) méthode 
|| On interprète? P(o) comme la matrice d’un endomorphisme simple à décrire. 


Soit o € Sn et Us l’endomorphisme de R” canoniquement associé à P(o). En notant 
e = (e1, - - -, €n) la base canonique de R”, on a u,(e;) = e,(;, pour tout 1 S j <n. 

Pour o et o’ € Sn, Pendomorphisme canoniquement associé à P(o) P(o’) est tig o ug. 
Or, pour tout j € [1;n], 


Uo © Uar (ej) = Ur (Eo"(ÿ)) = Ec(o/(ÿ)) = Eooo'(j): 


Une application linéaire étant complètement caractérisée par l’image d’une base, on ob- 
tient ug © Uo’ = Usov’ puis P(a)P(o') = P(o oo’). 


(b) Soit a € Sn. Le déterminant de la matrice P(o) est aussi celui de us. Par la 
propriété d’antisymétrie du déterminant d’une famille de vecteurs, on obtient 


det(P(o)) = det(us) = dete{ecç1),..., €o(n)) = Ele) dete(e1,.…. en) = e(o). 


=1 


(c) Soit o € Sn. 


méthode 
| L’inverse d’une matrice orthogonale est sa transposée. 


La matrice P(o) est orthogonale car ses colonnes sont unitaires et deux à deux orthogo- 
nales. La transposée de P(e) est donc son inverse. Aussi, on a P(o)P (07!) = P(Id) = In 
et P(o #1) est l'inverse? de P(e). On en déduit l'égalité proposée. 


1. La multiplication sur H n’est pas commutative et donc H n’est pas un corps dans le sens où ce 
concept est défini dans le cours. 

2. On peut aussi calculer le coefficient général de la matrice produit P(a)P(o') et y simplifier le 
produit des symboles de Kronecker. 

3. L'application qui à o € Sn associe P(o) € GLa (R) est un morphisme de groupes : il transforme 
l'inverse en l’inverse. 


O 
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Exercice 23 *** (Matrice stochastique) 
On dit qu'une matrice A = (aij) € Mn (R) est stochastique si tous ses coefficients 


sont positifs et si 
n 
De =1 pourtoutiell;nl]. 
J= 
(a) Montrer que l’ensemble des matrices stochastiques de taille n est stable pour la 
multiplication des matrices. 
(b) À quelle condition une matrice stochastique est-elle inversible tout en ayant 
pour inverse une matrice stochastique ? 


Solution 
(a) Soit A = (aij) et B = (bi j) deux matrices stochastiques de taille n. Vérifions que 
la matrice C = AB = (c; j) est aussi stochastique. 
Pour tous à et j dans [1;n], on a 


n 
cij = È kbr. 
k=1 


PEN Par somme de produits de réels positifs, on peut affirmer que les coefficients de C sont 
2 tous positifs. Au surplus, pour tout à € [1;n], on peut écrire en échangeant les deux 
sommes 


n 


m Th N N 
Des =) D rbr aix Do brg) =D i=l. 
j=1 j=1 \k=1 1 k=1 


m 
k=1 j= 
=1 
La matrice C est donc stochastique 1. 
(b) Analyse : Supposons la matrice À = (a;;) € MAR) stochastique et inversible 
d'inverse B = (b;,;) elle aussi stochastique. Pour tous i et j € [1;n], on a 


Sa ; £ sii=j 
i,kbk j = a 
zæ 0 sii#j. 


méthode 
| On montre que la matrice A comporte un et un seul 1 sur chaque ligne. 


Soit i € [1;n]. Pour tout k € [1;n], on a ai, > 0 et bgi < 1 donc a; kbr, S i,k- En 
sommant ces inégalités pour k allant de 1 à n, on obtient 


m m 
1 = ` li kbri S ` Gik = 1. 
k=1 k=l 


1. En notant J la colonne de hauteur n dont tous les coefficients sont égaux à 1, la condition sur la 
somme des coefficients de A se relit AJ = J ce qui permet une justification rapide : ABJ = AJ = J. 


xercices d'entraînement 


La 
|> 
| m 


Les inégalités @;kbki < Gik sont donc toutes des égalités et l’on peut affirmer que, 
pour tous les indices ¿ et k de [1;n], on a ax = 1 ou bk = 0. Puisque la matrice B 
est inversible, elle ne possède pas de colonne nulle et, donc, pour chaque # de [1 ; nl], il 
existe k dans [1 ;n] tel que bx,  O ce qui entraîne a; = 1. De plus, les coefficients de 
la i-ème ligne de À sont positifs et de somme 1 : en dehors de l'élément d'indice k, tous 
Jes autres éléments de la i-ème ligne de À sont nuls. 

Résumons, pour chaque indice à de [l;n], il existe k dans [l;n] tel que ax = 1 
et aij = 0 pour tout j € [l;n] tel que j # k. Posons alors a(i) = k ce qui détermine 
une application c de [1;n] vers lui-même telle que ai; = ô(i,; pour tous les indices à 
et j. De plus, l'application ø est injective car la matrice À ne peut posséder deux lignes 
identiques puisqu'elle est inversible. L'application ø est donc une permutation de [1;n] 
vérifiant À = (õe) 

Synthèse : Inversement, une telle matrice est inversible et son inverse ! est B = (ô: o(5)) 
qui est une matrice stochastique. 

Finalement, les matrices stochastiques inversibles d’inverse stochastique sont les ma- 
trices de permutation. 


3.4.5 Rang d'une matrice 


Exercice 24 * | i 
Soit G une partie de Mn(K) telle que (G, x) soit un groupe ?. | 
Que peut-on dire du rang des matrices de G? | 


Solution 


méthode 
|| Le rang commun des éléments de G est le rang du neutre de (G, x). 


Notons J l'élément neutre du groupe (G, x) et considérons À un élément quelconque 
de G. Puisque le rang d’un produit de deux matrices est inférieur aux rangs des facteurs 
qui le constituent, on a 


rg(A) = rg(AJ) < rg(J). 


De plus, la matrice À est inversible# dans le groupe (G, x). On peut donc introduire une 
matrice B € G telle que AB = J et alors 


ra(J) = re(AB) < rg(4). 


On en déduit rg(A) = rg(J) : tous les éléments de (G, x) ont le même rang. 


1. Voir le sujet précédent, À est la matrice de la permutation o 1. 


2. On ne suppose pas a priori que G soit un sous-groupe de GL,(K). En particulier, le neutre du 
groupe (G, x) peut être différent de la matrice In. 
3. On ignore si la matrice À est inversible dans Mn(K) et elle ne l’est pas quand J Æ In. 


acc 
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Exercice 25 * | 
Soit A € Mn,p(K) une matrice de rang r- Montrer qu'il existe des matrices B et C, 
respectivement dans Mn,r(K) et Mr,p(K), telles que À = BC. 


Solution 
Puisque de rang r, la matrice A est équivalente 1 à la matrice 


I. 0 
Jr = G I € Mn(K) 
où les O désignent des blocs nuls de tailles appropriées. On peut donc introduire des 


matrices P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles que À = QJ, Pat. 


méthode 
On décompose la matrice J, sous la forme demandée et l’on adapte cette 


écriture à la matrice À. 


Introduisons les matrices 


Par produit par blocs, on vérifie J, = KL et, en introduisant B = QK € Mur(K) 
AN et C = LP! € Mrp(K), on obtient Pécriture A = BC avec B et C qui ont les types 
KA voulus ?. 


Exercice 26 ** | 
Soit À € Mn (R) une matrice de rang r. Déterminer la dimension de l’espace 


_{BEMA(R) | ABA = On}. 


Solution 
L'ensemble étudié est le noyau de Pendomorphisme B + ABA défini sur MAUR), il 
s’agit bien d’un espace vectoriel comme laffirme l'énoncé du sujet. 


méthode 
On transforme l'étude en une étude équivalente où la matrice À devient la 


matrice Jy. 
On introduit des matrices P et Q € GL,(R) vérifiant À = QJ, PT! et alors 
ABA=O0, = QJ, P BQJ-P™' = On 

+ APAPO J. = On. 


i 
=M 


1. Deux matrices A, B de même type sont équivalentes dans Mn(K) lorsqu’il existe des matrices 
inversibles P et Q de Mn(K) telles que A = QBP-Ł. Il revient au même de dire que les matrices A 
et B ont le même rang. 

2. Lorsque la matrice A est de rang 1, on obtient Pécriture A = Y+ŻX avec X et Y colonnes : on 
pourra comparer cette résolution à celle du sujet 25 du chapitre 9 de l'ouvrage Exercices d'algèbre et de 
probabilités MPSI. 


3,4 Exercices d'entraînement 


L'application B + P-1BQ définit un isomorphisme de {B € M,{R) | ABA = On} 
vers {M € MAR) | J MJ, = On }- 
méthode 


On détermine les matrices M € Mp (R) vérifiant J,MJ, = On en raisonnant 
par blocs. 


On écrit la matrice M par blocs 
Mai Mio 
M = : f 

G Ma2 avec Mir € MR). 


On obtient alors après calculs par blocs 


JM JT. O; d Mia O. 


Les matrices M vérifiant J -M J, = On sont donc celles de la forme 


Or * 
x o xj’ 
Ces matrices constituent un espace de dimension ! n? — r? et par isomorphisme 


dim{B € M,{R) | ABA = Ou} = n° —r?. 


3.4.6 Matrices semblables 
| Exercice 27 * 


Soit A € MAR) une matrice non nulle telle que les espaces Im(A) et Ker(A) sont 
supplémentaires. Montrer que la matrice À est semblable à une matrice de la forme 


A 
A o) avec A’ € GL,(R) 


| (où les 0 désignent des blocs nuls de tailles appropriées). 


Solution 
Soit a l'endomorphisme de E = R” canoniquement associé à la matrice A. Par hypo- 
thèse, on a E = Im(a) & Ker(a). 
méthode 
| On introduit ? une base adaptée à la supplémentarité de Im(a) et Ker(a). 


a On détermine la dimension de cet espace en dénombrant les matrices élémentaires qui en constituent 
Une base. 

2. Le cadre hypothétique invite directement à introduire une telle base. Cependant, une « petite » 
analyse est aussi possible et fait observer que r doit être le rang de À, que l'image de a est incluse dans 


p 2 3 
l'espace engendré par les r premiers vecteurs de la base et que les derniers vecteurs doivent appartenir 
au noyau de a. 


f | 
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Posons r le rang de a, (e1,...,e,) une base de l’image de a et (e;41,... , €n) une base 
de Ker(a). La famille e = (e1,...,e,) est une base de E adaptée à la supplémentarité 


de Im(a) et Ker(a). Formons la matrice de a dans cette base. 
Pour tout j € [1;rl], les vecteurs a(e;) appartiennent à l’image de a et sont donc combi- 
naisons linéaires des vecteurs e1,...,e. : leurs coordonnées selon les vecteurs e,+1,...,e 


sont toutes nulles. 
Pour tout j € [r +1;n], les vecteurs a(e;) sont nuls donc de coordonnées nulles. 


La matrice de a dans la base e est donc de la forme 
A! 0 j 
< l avec A’ € M,(R). 


Enfin, cette matrice est de rang r = rg(a) et donc! rg(A') = r ce qui assure que la 


matrice A’ est inversible ?. 
Finalement, À est semblable à une matrice de la forme proposée avec r = rg(À). 


Exercice 28 ** 
Soit A € Mn(K) vérifiant A”! £ On et A” = On. Établir que A est semblable à la 


matrice 
0 (0) 


BEE 


D 


Solution 
Soit a l’endomorphisme de E = K” canoniquement associé à la matrice A. Les hypo- 


thèses A” = O, et A”! Æ On se traduisent par a” = 0 et a"! #0. 
Analyse : Supposons qu'il existe une base e = (e1,...,e,) dans laquelle la matrice de a 
soit égale à B. Sur les colonnes de B on lit 


a(e1) er, afe2) —e3, ..., G(en-1) = en et a(en) = Dp. (+) 


Ainsi, le choix du vecteur e, détermine l’ensemble des autres vecteurs de la base 


e2 = a(e1) 
nr. 
e3 =a (e1) 
(x) 
En = a l(e1). 
méthode 

Le vecteur e) doit être choisi en dehors? de Ker(a”-1) car aucun des vec- 
teurs €z, ...,€n ne doit être nul pour que la famille e puisse être libre. 


1. On ne modifie pas le rang d’une matrice lorsque l’on retire des rangées nulles de celle-ci. 
2. Puisque Im(a) est un supplémentaire de Ker(a), l’endomorphisme a induit un isomorphisme de 
Im(a) vers lui-même : la matrice A’ figure cet isomorphisme. 


3.4 Exercices d'entraînement 


Le vecteur e1 doit aussi être choisi tel que a(e,) soit nul mais cette condition est 
automatiquement remplie car a” est l’endomorphisme nul. 

Vérifions maintenant qu’il est possible de construire une telle base. 

Synthèse : Soit e, un vecteur de E n’appartenant pas à Ker(a"-1} (ce qui est pos- 
sible car a"! est non nul). Introduisons ensuite les vecteurs e2,...,e définis par (xx). 
Par construction, les égalités (x) sont toutes satisfaites. Il reste à justifier que la fa- 
mille e = (e1,...,e.) est une base de K”. Il s’agit d’une famille de longueur n dans un 
espace de dimension n, il suffit d'établir sa liberté. 

Soit (A1,...,Àn) € K” tel que 


Aler + 262 +: + ner = Or. 
Ceci revient à écrire 
ei + Asaler) +++ Ana" (e1) = Or. (A) 
En appliquant a aux deux membres de l’identité (A), cette équation se réduit à 
Maler) + Aoa?(e1)+---+X, 10% (e1) =0p car a”(e1) = 0x. 
En répétant plusieurs fois cette manipulation, on forme le système suivant : 


Areitàza(ei) + + An ia (e1) + Ana (e1) = 0p 
Araleri) + ++ Ana”? (e1) + An_10% 71 (e1) = Or 


Aa" ?(e;) + Aa" 1(e;) =p 
àia” e1) = p: 


Sachant a”~} (e1) non nul, la dernière équation donne À; = 0. Ceci permet de simplifier 
l'équation précédente et d'obtenir À2 = 0. Ainsi, de proche en proche, on acquiert la 
nullité de tous les À; : la famille e est libre et c’est donc une base de E. 

Finalement, la famille e est une base dans laquelle Pendomorphisme a est figuré par B, 
on peut affirmer que les matrices À et B sont semblables. 


Exercice 29 ** 
Soit À € Ma(R) une matrice non nulle vérifiant AÌ + A = O3. Montrer que À est 
semblable à la matrice 


G =l À 
Bæ| 1 À 


0 0 0 


3. On sait Ker(a) C Ker(a?) C ...Ker(a”™t) : choisir e1 ¢ Ker(a"-!), assure non seulement la 
nón-nullité de en mais aussi celles de e2, e3, etc. 


O 
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Solution 
Soit a l’endomorphisme de E = R? canoniquement associé à la matrice A. Cet endo- 


morphisme est non nul et vérifie a? + a = 0. 
Analyse : Supposons qu’il existe une base e = (e1, e2, e3) dans laquelle B est la matrice 


de a. Par les colonnes de la matrice B, on lit 
a(ex)—e, afer)=—e et a(es) = 08. (x) 
On en déduit 
e1 E€ Ker(a? +Idg), ez=a(e1) et es € Ker(a). 
méthode 
| On vérifie que les noyaux de a? + Idg et a ne sont pas réduits au vecteur nul. 
D’une part, a? + a = (a? + Idg) c a = 0 et donc Im(a) C Ker(a? + Idg). Or Pendo- 
morphisme a n’est pas nul et par conséquent Ker(a? + Id eE) # {0e}. 
D'autre part, si par l’absurde Ker(a) est réduit au vecteur nul, l’'endomorphisme a est 
bijectif et l’on peut simplifier l'identité a3 + a = 0 en composant par a ! pour obtenir 
l'égalité a? + Idp = 0. En exploitant le déterminant, on obtient l’absurdité 


det(a?) = det(—Idr) à) =-1 et det(a?) = (det(a)}” > 0. 


On peut donc affirmer que Ker(a) n’est pas réduit au vecteur nul. 

Synthèse : Les espaces Ker (a? + Id g) et Ker(a) wétant pas réduits au vecteur nul, on 
peut introduire des vecteurs non nuls €; et €g leur appartenant. Posons de plus e2 = a(e1). 
Ces trois vecteurs vérifient les relations (x). Il reste à justifier que la famille e = (e1,€2,e3) 
constitue une base de E. Puisqu’il s'agit d’une famille de trois vecteurs en dimension 3, 
il suffit d’en étudier la liberté. 

Soit (A1, 9, À3) € R? tel que 


Aei + À2€2 + À3e3 = 0g. (A) 
En appliquant deux fois a à cette relation, on obtient 


{ Àie2 = A261 = 0g (1) 

—)}1e1 — À2e2 = Ûp (2). 

La combinaison d'équations À2(1)+)1(2) donne —(X?+X5)e: = 0p. Puisque le vecteur e1 

a été choisi non nul, on obtient X2+X2 = 0 puis! À = À2 = 0. La relation (A) se simplifie 

alors en }363 = Opg ce qui donne À3 = 0 puisque le vecteur es a été choisi non nul. 
Finalement, la famille e = (e:,e2,e3) est une base de F ei la matrice de a dans celle-ci 

est celle voulue : les matrices À et B sont semblables. 


Exercice 30 *** 
Soit A et B dans M,(R) telles qu’il existe P € GLn (C) vérifiant À = PIRE. 


Montrer ? qu'il existe Q € GL,(R) telle que A = QBQ™. 


1. Car À et àz sont des réels : le sujet n’est pas valable dans le cadre des matrices complexes, la 


matrice ils vérifie l'hypothèse sans vérifier la conclusion. 
2. Les matrices réelles À et B sont semblables sur C, il s’agit ici de montrer qu’elles sont aussi 


semblables sur R. 
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Solution 

L'égalité A = PB p= donne AP = PB dans laquelle nous allons identifier les parties 
réelles et imaginaires. Notons R la matrice formée des parties réelles des coefficients de P 
et S celle formée des parties imaginaires. L'égalité AP = PB avec P = R + iS donne 


AR +iA$S = BR+iBS. 


Les matrices À et B étant réelles, on peut identifier les parties réelles et imaginaires 
des deux membres pour obtenir AR = BR et AS = BS avec R et S matrices réelles. 
Cependant, bien que la matrice P soit inversible, rien n’assure que R ou S le soit ! 


méthode 
| On définit Q inversible de la forme Q = R + z5 avec x € R bien choisi. 


Pour tout x € R, on a AR + x AS = RB + xSB ce qui donne AQ = BQ. Aussi, lap- 
plication æ + det(R + z8) est une fonction polynomiale?. Celle-ci n'est pas nulle càr on 
peut l'évaluer le polynôme associé en x = i et l’on sait det(R+iS) = det(P) # 0. Il existe 
donc un réel x tel que det(R+x5) #0. On peut alors conclure : la matrice Q = R+S 
est inversible, réelle et permet d'écrire À = QBQT1. 


Exercice 31 *** 


Soit A € M,(R) de trace nulle. Montrer que À est semblable à une matrice de 
diagonale nulle. 


Solution 


méthode 
|| On raisonne par récurrence sur la taille de la matrice. 


Montrons par récurrence sur n € N* que toute matrice de M, (R) de trace nulle est 
semblable à une matrice de diagonale nulle. 

Pour n = 1, À est une matrice carrée de taille 1 et de trace nulle, c’est la matrice 
nulle et elle est donc de la forme voulue. Supposons la propriété vraie au rang n > 1. 
Soit À € My41(R) une matrice de trace nulle et f l’endomorphisme de E = R"+1 
canoniquement associé. Cet endomorphisme est de trace nulle. 

Si f est une homothétie vectorielle, c’est-à-dire s’il existe À € R tel que f = Aldx, 
alors tr(f) = (n +1)À et donc À = 0 puis f = 0. La matrice À est alors nulle et la 
propriété voulue est immédiate. 

Sinon, il existe? au moins un vecteur e € E tel que f(e1) n’est pas colinéaire à e1. 
Posons alors ez = f(e1). La famille (e1,e2) est libre et peut être complétée en une base 
de E. La matrice de f dans celle-ci s'exprime 


0 Horse k 
ô 
B= o ji avec A’ € Ma(R). 
E ò 
1. La matrice P = ( } 9 ) est i ibl is ni ie ré i ie imaginai 
à?) est inversible mais ni sa partie réelle ni sa partie imaginaire le sont. 


2. On s'en convainc par la formule définissant le déterminant ou en calculant celui-ci par développe- 
Ments successifs selon une rangée. 
3. Voir sujet 17 p. 86. 
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La matrice À est semblable à B et tr(4’) = tr(B) tr(A) = 0. Par hypothèse de 
récurrence, la matrice A’ est semblable à une matrice de diagonale nulle et l’on peut 


écrire , 
O (x) 
PA'P = E€ MAR) avec P € GLa (R). 
(+) 0 
On introduit alors la matrice Q carrée de taille n + 1 définie par blocs : 
1 0 
Q= f J ' 
Puisque P est inversible, la matrice Q est inversible avec 
a (l1 0 
Q o= k PT 


Un produit par blocs permet de vérifier 
O (x) 
(o, 


La matrice B est donc semblable à une matrice de diagonale nulle et par conséquent A 


aussi. 
La récurrence est établie. 


Q BQ = 


Exercice 32 ** 
Soit D € Mn (R) une matrice diagonale à coefficients diagonaux deux à deux distincts 
et p Pendomorphisme de My (R) défini par TOO SPEND 

(a) Déterminer le noyau et l’image de Pendomorphisme (2. 


(b) En exploitant le résultat du sujet précédent, montrer que, si M € Mn (R) est 
une matrice de trace nulle, il existe deux matrices À et B dans Mn (R) telles que 


M = AB — BA. 


Solution 
(a) Notons À1,.- -, À les coefficients diagonaux de la matrice D. Soit X dans Mn (R) 
une matrice de coefficients x; ;. 


méthode 
| On exprime le coefficient général de la matrice p(X). 


D'une part!, DX = (Aixi, j) et, d'autre part, XD = (Ajzi j). On a donc 
P(X) = (Ai = A)ris). 


1. Lorsque l’on multiplie X par D à gauche, on opère sur les lignes de X, lorsque l’on multiplie à 
droite, on opère sur les colonnes. 
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Déterminons le noyau de g. 


X EKer(p) 4> Y(i, j) € [l;a], Ai — Ari; = 0 
= V5) e lin’, GA = zij =0) 


car les À1,.-., Àn sont supposés deux à deux distincts. Le noyau de y est donc constitué 


des matrices diagonales. 


Déterminons l’image de p. Les coefficients diagonaux des matrices p(X} sont nuls et 


l'on a donc l'inclusion 


PE EE PE ner 


espace des matrices de diagonale nulle 


De plus, la formule du rang donne 


dim Im} = dim M,(R) — dim Ker(ç) = n? — n. 


Or l’espace des matrices de diagonale nulle est aussi de dimension 


inclusion et égalité des dimensions, 


1 n? — net donc, par 


Im(p) = {A = (aij) € Ma(R) | vie [1; n], ai: = 0}. 


(b) Soit M € MAR) une matrice de trace nulle. La matrice M est semblable à une 
matrice de diagonale nulle et cette dernière appartient à l’image de p. On peut donc 


introduire P € GL,(R) et X € Ma (R) telles que 


M = Pp(X)P 71 = P(DX - XD)P™ = PDXP~! - PXDP. 


En posant A = PDP Let B = PX PT, on obtient l'écriture voulue. 


3.4.7 Déterminants 


Exercice 33 * (Déterminant de Vandermonde) 


Soit n € N* et ay,...,an € C. Calculer le déterminant 


lo dy ah 

D Gr OR 
Va(a, .. , An) mi | 

A & © 


1. On forme une base de cet espace en considérant les matrices élémentaires E; javecl<ifij<n 
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Solution 
méthode 
| Par opérations élémentaires 1, on fait apparaître des zéros afin d’obtenir après 
| développement une relation de récurrence. Les opérations élémentaires choisies 
| ne doivent pas trop « perturber » la structure du déterminant. 
Soit n € N avec n > 2. On retranche à chaque colonne a fois la précédente en 
commençant par la dernière 


pi 0 0 “es 0 
1 a2—@1 a2(a2—@) a37? (ag — a) 
Valar., On) = |. É 
Cnt-Cn—@1Cn-1 |: 
bebe An 1 An(an—@) 0 ap ‘(an =a) [n] 


On développe le déterminant selon sa première ligne et l’on factorise un terme aj — @ 
PP j 


sur chaque ligne 


| az— a, a2(a2—@) | az ?(az — a) | 
| 
PAN Va (as. sän) = 
A ün — û1 Qnar — 1) an UC A) 1] 
à |1 üz az $ 
= pi (aj — a1) X |: 
j=2 1 a,, a 2 l | 
On obtient ainsi la formule de récurrence 
n 
Valar::::3dn) = EI (aj — a1) x Va-1(a9,..., an). 
j=2 
De proche en proche, il vient 
n n n 
Valais, an) = [[ (a; a) x JT (05 - a2) x x [T(as — an1) x Valan). 
j=2 j=3 j=n 


Enfin, Vi (a1) = 1 et l’on peut conclure 


Va(@i,...; An) = II (aj — ai). 


.,4n—1,t) est une fonction 
n—1 est 


; An—1) lorsque 


1. Une alternative élégante consiste à établir que la fonction x + Va(ar,.. 

| polynôme de degré au plus n — 1 qui s’annule en @1,a2,...,4@n-—1 €t dont le coefficient de x 
Va-1(a1,...,an-1). On a donc Vn (a1, ... ,An—1,Z) = (t-a).. .(t-an_1)Vn-1(a,.-. 
les a1,...,an-—1 sont deux à deux distincts. 


103 


3.4 Exercices d'entraînement 


Exercice 34 ** 
Soit n > 2, A1,..., Àn et z des nombres complexes deux à deux distincts. Calculer : 


1 À ai -Ò E RE) 
AS EAER 

DIT) e a, i avec P;(x) = II {x — àk). 
A) 2 : : 1<k<n 
E à ki 


Solution 
Les coefficients de la dernière colonne sont des polynômes de degré n—1 de la variable x. 


En développant le déterminant selon sa dernière colonne, on peut affirmer que D,(x) est 
une expression polynomiale de degré au plus n — 1 en la variable x. 


méthode 
| Connaître n valeurs suffit à déterminer un polynôme de degré au plus n — 1. 


Soit j € [1;n]. On a P;(À;) = 0 pour tout indice différent de j et donc, en développant 
le déterminant selon la dernière colonne, 


1 À PU A272 
1 À yy 0 1 1 
i À 7-2 
Dali) = 1 À; \n—< P;(À;) = 4 1) P;(x) j—1 a 
: 1 à A 
H j+1 j+1 
ANT < y : 
1 An r 0 [n] 1 A Ea m2 
7 7 In—1] 


Le dernier déterminant est un déterminant de Vandermonde que l’on sait calculer 1 


Da(às) = (1) JT O-A) IL x 


1<k<n 1<i<k£n 
k£j ik 
=P; (Az) =Vp 1 (Ar Aj- LAJH nAn) 


On réorganise ensuite les facteurs du premier produit 


El (Aj — àk) — II (Aj — Àk) X II (1) x (x — àz) 


1<k<n 1<Sk<j j<k<Sn 
k#3 
= J| wœ- ax IT Aà) 
1<i<j j<k<n 


On obtient alors 
DA= [[ Ak A) = va... à). 
1Li<ESLn 


1. Voir sujet précédent. 
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Finalement, la fonction polynomiale z + D, (x), qui est de degré au plus n—1, coïncide 
en n points distincts avec la constante Vp (À1,.- -, An), elle est donc égale à cette constante 
et l’on peut conclure 


Dar) = Valls,..., An) pour tout x € C. 


Exercice 35 ** 
Soit x un nombre complexe. Calculer pour tout n > 1 


j +r r (0) 
Dea 
L 
| (0) E lr fn] 
Solution 
méthode 

On forme une relation de récurrence linéaire double par développement de 
déterminant. 


Soit n € N avec n > 3. On développe le déterminant selon la première ligne 


+42 x z 0 e 0 | 
Le z (0) | 0 1+7? z (0) 
Da = (1+%°) s 0 — xl: £ 1+ x? 
(0) a |: z 
à : f ; : 
5 Italy fo (0) ToT 
puis on développe le second déterminant par rapport à sa première colonne 
1+2? x (0) 1+2? x (0) 
Da = (1+2?) T 4O - | 7 
(0) r l+? iii) (0) z l+ (n—2] 
1——— [amam V 


=Dn-: =Dh-2 
La suite (Dn)n>1 satisfait la relation de récurrence 
Dn — (1+%)Da-1 + 2° Dn-2 = 0. 


C’est une relation de récurrence linéaire double d’équation caractéristique 


r? -— (1+2°)r +3? =0 
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de racines 1 et æ?. On poursuit la résolution en discutant selon que ces racines sont 


distinctes ou non. 
Cas : x? = 1. Le terme général de la suite (D, }1>1 s'exprime 


D, =(An+u) avec (à, u) EC? 
On détermine À et u par les valeurs initiales Dı = 2 et D2 = 3. On obtient À=y=1et 
l’on conclut 
Dh =n+1 pour tout n > 1. 
Cas : x? Z 1. Le terme général de la suite s'exprime 


Da = X+ux avec (à, p) EC. 


Sachant D1 = 1 + z? et Do = 1 + x? + z4, on obtient après quelques calculs 


1 = 2n+2 
Dy = ž pour tout n > 1. 
1— 7x2 
Exercice 36 ** k 
Soit n € N*. Calculer 
a+b ( b) 
1, = 
(#2 
i f i ( ) a+b in] 
Solution 
méthode 


|| On forme une relation de récurrence sur les termes de la suite (Dn )n>1- 


Soit n € N avec n > 2. On décompose la première colonne en somme de deux colonnes 


a+b a b 

a a 0 
= - + 

a a 0 


Par multilinéarité du déterminant en la famille des colonnes, on décompose D, 


a b eee b b b e b 
pe i a+b (b) L j a+b | (b) 
a (a) a+bl,, |0 (a) a — blin] 
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Dans le premier déterminant, on retranche la première ligne à chaque ligne et dans le 
second on développe selon la première colonne 


a b PP 
a+b (b) 
0 
Dn = i ` (0 | + b ( s 
$ 3 | a 
0 (a-b) alin] ) ath [n1] 


Le premier déterminant se calcule en développant selon la première colonne tandis que 
le second correspond à D,_: 
Dra =a” + bDan-1- 


On en déduit 


Dn =a” + a 1b + b Dh 
=a” + alb + a? 2? i BDs 


1 4 
= a +a” lh a” 22 La" 3p3 LD Dn_a 


De proche en proche et sachant D; = a + b, on obtient 


n 
Da = a" + a" 1b a 2b? bosez abri + pt — +0 
k=0 


Par sommation géométrique, on conclut ' 


n+l _ pni 
D en - siafb 
n = a — 


(n+ 1)a” si a =b. 


| Exercice 37 ** 
| Soit A, B,C, D € M,{R) telles que C et D commutent. 


(a) On suppose que D est inversible, établir 


A B 
det E D) = aap BC). 


On introduit D, = D + xl, avec x € R. 
| 


(b) Généraliser la formule précédente au cas où D n'est plus supposée inversible. 


1. Cette étude est un cas particulier du sujet 10 du chapitre 10 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de 
probabilités MPST. 
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Solution 


(a) méthode 


On multiplie la matrice étudiée par une matrice triangulaire par blocs afin que 
le produit obtenu soit lui aussi triangulaire par blocs. 


A B D O;,\ _/fAD-BC B 

C D) \N-C Ij On Dj” 
Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants des 
blocs diagonaux. En calculant le déterminant des deux membres 


On à 


det o n) det(D) = det( AD — BC) det(D). 


On conclut en simplifiant par det(D) ce qui est possible car det( D) Æ 0. 


(b) méthode 


| On vérifie que la matrice D, est inversible pour une infinité de valeurs de x. 


Le déterminant de D, est une fonction polynomiale ! en la variable +. Celle-ci n’est 
pas constante puisque 


1 1 
det(D,) = x” det (0 Hi) —— > +oo car (D +I) —— det(I,) = 1. 
y T g—> +00 z£ g— +00 


—+00 


En effet, le déterminant d’une matrice se calcule par somme de produits de ses coefficients 
ce qui permet de réaliser le passage à la limite ci-dessus. On en déduit que la matrice D, 
est inversible pour une infinité de valeurs de x. 


La matrice D, commute avec C et pour les valeurs de x pour lesquelles D, est inversible 
on peut écrire 


A B 
det a = det( AD; — BC). 


Les deux membres de cette équation correspondent à des fonctions polynomiales en la 
variable x. Puisque celles-ci prennent les mêmes valeurs une infinité de fois, elles sont 
égales. En particulier, elles sont égales en x = 0 ce qui donne 


A B 
det o p) = det(4D- BC) 


1. Plus précisément, c’est une fonction polynôme de degré n qui est liée au polynôme caractéristique 
de la matrice —D. Cette dernière notion est présentée dans le chapitre qui suit. 
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Exercice 38 ** 


(a) Soit M € MAR) vérifiant : 


det(M + X) = det(X) pour tout X € Mn (R). 


Déterminer M. 
(b) Soit A et B de MAR) vérifiant 


det(A +X) =det(B +X) pour tout X € Ma (R). 


Montrer que les matrices À et B sont égales. 


Solution 
(a) On montre que la matrice M est nulle en étudiant son rang. 


méthode 
|| La matrice M est équivalente à la matrice J, de même type avec r = rg(M). 


Posons r = rg(M). On peut écrire M = QJ,.P 1 avec P et Q des matrices inversibles 


de taille n et 
I 0 
de G 0 E€ MAR) 


où les 0 désignent des blocs nuls de tailles appropriées. 
g : a X — f i a 
Posons alors X = Q4J}_, PT avec 


La matrice M + X est inversible car 
M +X =Q, +J} Pa = QP! eGL n(R). 
Si 
sl; 


On a donc det(X) = det(M +X) # 0. On en déduit que la matrice J}_, est la matrice I, 
et donc r = 0 puis M = On. 


(b) Quand X parcourt M,(R), la matrice Y = B + X parcourt aussi M,(R). En 
posant M = A — B, l'hypothèse donne 
det(M +Y) =det(Y) pour tout Y € Ma (R). 
On en déduit M = O, puis A = B. 


Exercice 39 ** 
Soit n € N avec n > 2. Résoudre l'équation ! Com(M) = M d’inconnue M € M,(R). 


1. Com(A) désigne la comatrice de A € Mn (K), c’est-à-dire la matrice des cofacteurs de A. 
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Solution 


méthode 
On analyse les solutions de l'équation en employant l'identité 


*(Com(M))M = M *(Com(M)) = det(M)In. 


Soit M une matrice solution de l'équation étudiée. L'égalité * (Com(M))M = det(M)l, 
donne 
‘MM = det(M)In. (+) 


Nous allons étudier la valeur de det( M). 
En appliquant la fonction déterminant aux deux membres de (x), on obtient 


(det{M)}” = (det(M)}". 
De plus, en calculant la trace des deux membres de (+), il vient 
tr(MM) = ndet(M). 


Cependant ! 


tr(MM) = [MM], (a, [M] p; M]; 1) — 5 mè; (=x) 


j=1 =1 \i=1 i, j=1 


en notant mi; le coefficient général de la matrice M. On en déduit que le déterminant 
de M est positif. 

On poursuit l'étude en traitant séparément le cas des matrices de taille 2. 

Cas : n > 3. L'égalité (det(M))° = (det(M))" avec det(M) > 0 entraîne det(M) = 0 
ou 1. Lorsque det( M) = 0, on obtient MM = O, et M est donc la matrice nulle en 
vertu de (x+). Lorsque det(M) = 1, (x) se relit MM = I, ce qui caractérise une matrice 
orthogonale. De plus, det( M) = 1 et M est donc une matrice du groupe spécial ortho- 
gonal SO, (R). 

Inversement, la matrice nulle est solution de l’équation étudiée et, si M est une 
matrice orthogonale de déterminant 1, légalité "( om(M))M = I, = ‘MM entraîne 
Com(M) = M car M est inversible. 

Cas : n = 2. On étudie les coefficients de la comatrice de M en fonction de ceux de M : 


b d — 
m= (° a) et Com(M) = ( 4, l 


On en déduit que la comatrice de M est égale à M si, et seulement si, M est de la forme 


G s) avec (a,b) € R°. 


1. La trace de MM correspond au carré de la norme euclidienne de la matrice M pour le produit 
Salaire canonique sur Mn (R) : (A, B} = tr(tAB). 
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3.5 Exercices d’approfondissement 


Exercice 40 * 
Soit n € N avec n > 2. Montrer que les comatrices de deux matrices semblables 
de M,(C) sont aussi semblables. 


Solution 
Soit À et P deux matrices de M, (C) avec P inversible. 


méthode 
On étudie la comatrice de PAP en commençant par le cas où la matrice À 
est inversible avant de généraliser par un argument de densité et continuité. 


On sait *(Com(4))A = det(4)l,. Si la matrice À est inversible, on peut exprimer la 
comatrice de À à l’aide de son inverse : 


Com(A) = det(4)' (471). 
En appliquant ce résultat à la matrice P-lAP, il vient 


Com(P-TAP) = det(P7!AP) ‘(P-1A-1P) = tPCom(4)'‘(P-1). 
“oh SRE 


—det(A) 


Réalisons l'extension de cette égalité à toute matrice A de M,(C). 

La fonction M ++ Com(Af) est continue sur M, (C) car les coefficients de la comatrice 
de M sont ses cofacteurs et sont donc des sommes de produits de coefficients de M. 
Pour P € GL;(C), l'application M + PMP est continue car linéaire au départ d’un 
espace de dimension finie. Par opérations sur les fonctions continues, on peut affirmer 
que les deux applications À + Com(P-14P) et À + *P Com(A) *(P1) sont continues 
sur Mn (C). On vient d'établir qu’elles sont égales sur GL, (C) qui est une partie dense! 
de M,(C), ces deux fonctions sont donc égales sur l'intégralité de M,(C). Ainsi, pour 
toute matrice A de M,(C) et toute matrice P de GL,(C), on a l'égalité? 


Com(P-1AP) = PCom(A)'(P 1). 


On en déduit que si deux matrices sont semblables, leurs comatrices le sont aussi puisque, 
lorsque P est inversible, *P l’est aussi et €P)? = (PS), 


1. Voir sujet 16 du chapitre 5 de l’ouvrage Ærercices d'analyse MP. 
2. Celle-ci découle aussi de légalité Com(AB) = Com(A) Com(B) qui s'établit par un procédé ana- 
logue. 


3.5 Exercices d'approfondissement 


| Exercice 41 ** 
Soit Æ un espace vectoriel de dimension finie et G un sous-groupe de GL(E) de 
cardinal fini n. Montrer 


äm( N Ker(g — aw) = : ` tr(g). 


gEG gEG 


Solution 


méthode 
| La trace d'un projecteur est la dimension de son image. 


pe Xe 


gEG 


On introduit l’endomorphisme 


Vérifions que p est un projecteur de E. On a 


pop= (x) op= = Xp). 


gEG gEG 


Pour g € G fixé, l'application À + g o h réalise une permutation du groupe G. Ainsi, le 
terme k = g o h parcourt G lorsque h décrit G et l’on peut écrire 


sop=> Puoh =+ k=p (+) 


REG keG 


puis 


1 
pop== À p=p. 
gEG 


Ainsi, Pendomorphisme p est un projecteur et la dimension de son image est égale sa 
trace 


dim Im(p) = tr(p) = 2 5 tr(g). 


méthode 
| L'image d’un projecteur est l’ensemble de ses vecteurs invariants. 


Puisque p est un projecteur, on a Im(p) = Ker(p—Idg). Vérifions par double inclusion 
que ce noyau se confond avec l'intersection des noyaux de g — Idy pour g parcourant G. 

Soit g € G, on sait gop = p par (x). Si x est invariant par p, on a p(z) = x et 
donc g(x) = g(p(x)) = p(z) = x. On en déduit que x est élément de Ker(g — Idg) ce qui 
établit une première inclusion 


Ker(p — Idg) C N Ker(g — Idg). 
gEG 
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L’inclusion réciproque est immédiate car, si x est un vecteur de l'intersection, il satis- 
fait g(x) = x pour tout g € G et l’on vérifie alors p(x) = x par un simple calcul. 
On a donc légalité 
N Ker(g — Idg) = Ker(p — Id p). 
gEG 


Finalement, en considérant les dimensions de ces espaces, 


a M Ker(g ue) rg(p) = tr(p) = = S_tr(g). 


gEG gEG 


Exercice 42 ** 
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace E et 


T = {u € L(E) | Im(u) = F et Ker(u) = G}. 


(a) Soit u appartenant à T. Justifer que la restriction de u au départ de F et à 
valeurs dans F est un automorphisme. 


(b) Vérifier que T est stable pour le produit de composition des applications. 


(c) Établir que (T, o) est un groupe dont on précisera l'élément neutre. 


Solution 


(a) méthode 
La restriction d’une application linéaire au départ d’un espace supplémentaire 
de son noyau réalise un isomorphisme vers son image. 


Si u appartient à F, l’espace F = Im(u) est un supplémentaire du noyau de u et la 
restriction de u au départ de celui-ci définit un isomorphisme de F vers Im(u), c’est-à-dire 
un automorphisme de F. 


(b) Soit u et v deux endomorphismes éléments de T. On a 
Im(u ov) = u(v(E)) = u(F) = F 


car u réalise un isomorphisme de F vers F. 

Aussi, pour x € Ker(uov), on a v(x) élément de Im(v) = F et de Ker(u) = G donc v(x) 
est nul car F et G sont en somme directe. Ainsi, x € Ker(v) = G. L’inclusion réciproque 
étant immédiate, on a Ker(u o v) = G et l’on peut conclure que u o v est élément de F. 


(c) Il n'existe pas de groupe « référencé » dont F soit sous-groupe : on revient alors 
la définition axiomatique de groupe. La loi o définit bien une loi de composition interne 
associative sur T. Vérifions l’existence d’un neutre et l’inversibilité des éléments. 


méthode 
On introduit une bijection entre F et GL(F) compatible avec le produit de 
composition. 
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Notons ọ l'application de I vers GL(F) qui à l’endomorphisme u associe sa restriction 
au départ de F et à l’arrivée dans F. La question initiale assure la bonne définition de 
l'application p. Vérifions sa bijectivité. 

Soit v € GL(F). Déterminons un endomorphisme u dans I vérifiant y(u) = v. On sait 
qu'une application linéaire est entièrement déterminée par ses restrictions au départ de 
deux espaces supplémentaires. Les éléments de T étant par définition nuls sur l’espace G, 
on peut affirmer qu'il existe au plus un seul endomorphisme u pouvant appartenir à T 
et vérifier y(u) = v, c’est celui déterminé par 


Yz € Fu(x)=u(x) et Ygs €G, u(x) = 0g. 


Inversement, cet endomorphisme convient car d'image et de noyau exactement égaux 
à F et G. Ainsi, l'application œ est bijective. Enfin, celle-ci est aussi compatible avec le 
produit de composition des applications dans le sens où 


qui o uz) = pu) o p(u2) pour tous u, et ug EP. 


Par lapplication y on peut alors transporter les propriétés de groupe de (GL(F), o). 
L’antécédent par p du neutre Idp, à savoir la projection p sur F parallèlement à G, 
est neutre pour la structure {l',o). En effet, pour tout u €I, 


p(pou)=vp(p)oplu) = vu) et pluop) = y(u) o p(p) = pu) 
nu “ww 
=IdF =Idr 
donc pou = u et u op = u par injectivité de «. 
Aussi, tout élément u de T est inversible d’inverse u’ = p71 (p(u)7}) car 


pluou) = glu) o y(u’) = y(u) o y(u)! =Idr et de même y(u ou)= IdF 


donc uou =u ou =p. 
Finalement, (T',o) est un groupe de neutre la projection p (et p est un isomorphisme 
du groupe T vers GL(F)). 


Exercice 43 ** 
Soit a < b deux réels et E l'espace des fonctions continues et affines par morceaux 
du segment {a ;b] vers R. Pour a € {a ;b], on note fa la fonction de E définie par 


falz) = tal pour tout x € [a;b]. 


Montrer que la famille (fa)ac]a;t] est une base de E. 


Solution 


méthode 
On vérifie la liberté d’une famille infinie en observant la liberté de toutes ses 
sous-familles finies. 
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a Es 


Soit n € N*, a1,..., an des réels deux à deux distincts de [a;b] et A1,..., À, des réels 
tels que À fa, ++ An fan = 0. 

Soit à € [1; n]. Par l'absurde, si À; est non nul, on peut écrire fa, comme combinaison 
linéaire des fa, pour j # i. Or ces dernières fonctions sont dérivables en a; alors que fa; 
ne l’est pas. C’est absurde et donc À; = 0. 

Ainsi, la sous-famille (fa; )1<i<n est libre et l’on peut conclure à la liberté de la famille 
infinie (fa)aclasbi- | 

Montrons maintenant que cette famille est généra- se 
trice. Soit f une fonction réelle continue et affine par bi : 
morceaux définie sur [a ; b]. Soit aussi (ao, a1,...,an) — : 


une subdivision adaptée! à f. 
méthode 
On vérifie que (fa; )ogign est une base du sous-espace Ep constitué des fonc- 
tions de E pour lesquelles la subdivision (ao, a1,...,an) est adaptée. 


On vérifie aisément que Ep est un sous-espace vectoriel et que les fonctions fa, en sont 
éléments. De plus, une fonction f de En est entièrement déterminée par la connaissance 
de ses valeurs en chaque a;. L’application 


| m RH 
fr (Flao), Flai), f(an)) 


détermine donc un isomorphisme entre Ep et R”+!. On en déduit que l’espace En est 
de dimension n + 1. La famille (fa; )ogign étant libre et constituée de n + 1 éléments 
qui appartiennent tous à En, c’est une base de cet espace. En particulier, la fonction f 
initiale est combinaison linéaire des éléments de cette famille. 

On peut alors conclure que la famille (fa)acça;s est génératrice de E et, finalement, 
c'est une base de E. 


Exercice 44 *** 
Soit A, B € M,(C) vérifiant A2B = À et rg(A) = rg(B). Montrer B?A = B. 


Solution 

Par l'égalité 42B = À, on peut affirmer que le noyau de B est inclus dans celui de À. 
L'égalité des rangs de A et B entraîne celle des dimensions des noyaux de À et B et donc 
Ker(A) = Ker(B). 


méthode 
On considère des matrices semblables à À et B permettant de visualiser sim- 
plement légalité des noyaux des deux matrices. 


On introduit une matrice de passage P dont les dernières colonnes constituent une 
base du noyau commun de À et B. Les matrices A’ = PAP et B' = P-IBP sont alors 


1. La famille (ao, @1,..., an) est une famille de réels strictement croissante commençant par ao = a 
et finissant par an = b telle que f soit affine sur chaque intervalle [a;_1 ; a;]. 


3.5 Exercices d'approfondissement 


de la forme 


a= (5 o) et a= (g à avec A1, Bı € M,(C) 


où r est le rang commun des matrices À et B. 
L'égalité 42B = A donne A’? B' = 4’ ce qui entraîne par produit par blocs 


A?B: = À: et A2A:B: == A2 


et ainsi 
A1(A1 Bı — 1.) = O; et A( A Bı = 1,) = One 


Introduisons C la matrice constituée des blocs A1 et A2 


A 


On a C(AiB: — I.) = On, et donc Im(A1B:1 — I.) C Ker(C). Or, par adjonction de 
colonnes nulles, le rang de C est celui de la matrice A’. Cette dernière est semblable à A 
et donc rg(C) = rg(A) = r. La formule du rang donne alors 


dim Ker(C) r rg(C)=r-r=0. 


nombre de colonnes 


On en déduit que la matrice A1 Bı — I, est nulle. La matrice carrée A: est donc inversible 


d’inverse B4 et alors 
B?2A 0 B, 0 
12 A1 LT — 1 __ pt 
D és J J E o =i 


Finalement, on obtient B2A = B. 


Exercice 45 *** 
Soit (A, +, x) une R-algèbre intègre de dimension finie n > 2 et a un élément de À. 
On assimile R à R.14 où 14 est l'élément de À neutre pour le produit. 


(a) En observant que Papplication x + ax est un endomorphisme de À, montrer 
que a est inversible si, et seulement si, a est non nul. 


(b) Montrer qu’il existe des réels ào, À1,..., À, non tous nuls tels que 


ào + Aa +: Ana” = 04. 


de dimension finie n > 2. 
= z 


(c) Montrer que, à isomorphisme près, C est la seule R-algèbre commutative intègre 


O 


Chapitre 3. Compléments d’algèbre linéaire 


Solution 


(a) L'application p: x + ax est bien définie de A vers A. Elle est linéaire car, pour 
tous À, 4 E R et a,b € A, les règles d'opérations dans une algèbre permettent d'écrire 


p(x + uy) = a(àx + uy) = ar + pay = Xp(x) + uy(y). 


Si a est nul, il est entendu que a n’est pas inversible. Supposons maintenant a non nul 
et étudions la bijectivité de «. 
Soit z € À tel que p(z) = 04. On a ax = 04 et donc x = 04 car l'algèbre À est 
intègre et a 04. On en déduit que l’application œ est injective donc bijective car c’est 
un endomorphisme en dimension finie. Il existe donc b € À tel que p(b) = ab = 14. Il 
reste à vérifier légalité ba = 14 pour pouvoir affirmer que a est inversible. 

D'une part, p(ba) = aba = a et, d'autre part, @(la) = a. Par injectivité de y, on 
obtient ba = 14 et l’on peut conclure que a est inversible d’inverse b. 


(b) La famille (14, Dee 54) comporte n + 1 vecteurs en dimension n, c’est donc une 
famille liée. Une relation linéaire sur les éléments de cette famille permet d'écrire 


Ao+ha+-.:+X,a" =04 avec (ào; 1,...,n) Æ Opri. 


(c) On suppose l'algèbre A commutative et lon introduit un élément a non réel de À 
ce qui est possible car n = dim À > 2. 


méthode 
|| On vérifie qu'il existe des réels u, v tels que a2 +yua+v = 04 avec u? — 4v < 0. 


Comme au-dessus, on écrit Àg + àja +--+ À,a" = 0a avec Ào, À1;.-.-, An non tous 
nuls. Considérons alors le polynôme P = \9 +A X +---4 Àn X” de R|X]. La propriété 
précédente s’interprète en affirmant que le polynôme P est un polynôme non nul annu- 
lateur! de a. En factorisant celui-ci dans R[X], l'intégrité de l'anneau permet d’affirmer 
l'existence d’un polynôme irréductible unitaire réel annulant a. Ce polynôme ne peut 
être de degré 1 car a n’est pas réel, c'est donc un polynôme de la forme X? + uX +v 
sans racines réelles donc de discriminant A = y? — 4v < 0. 


méthode 
| On introduit un élément à de Vect(14,a) vérifiant = —14. 


Partant de l'équation a? + pa +v = 04 avec y? — 4v < 0, on peut introduire 


_ «ty? 
V4 = p2 


€ Vect(l4,a) vérifiant i? = —14. 


Observons alors que l’espace À est exactement Vect(14,1). Supposons par l’absurde, qu'il 
existe b € A extérieur à Vect(14, i). Comme au-dessus on peut introduire un élément j de 


1. Voir sujet 3 p. 72. 
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Vect(14,b) vérifiant j? = —14 et donc j? = #2. Par commutativité de l'anneau À, cette 
équation se relit (j — i)(j +i) = 04 ce qui donne j = i ou j = —i par intégrité. Comme b 


est combinaison linéaire de 14 et de j, on obtient b € Vect(14,4) : c’est absurde. 

Il reste à établir que A est isomorphe à C. Considérons pour cela l’application li- 
néaire y: À — € déterminée par (14) = 1 et (i) = i. Celle-ci est un isomorphisme 
d'espaces vectoriels car transforme une base en une base. C’est aussi un morphisme d’al- 
pèbres car on vérifie y(xy) = p(x)p(y) pour tous x,y € A en exploitant i? = —14. 

Finalement, l’algèbre À est isomorphe à C. 


Exercice 46 *** 

On note SL, (Z) l’ensemble des matrices carrées de taille n > 2 à coefficients entiers 
et de déterminants 1. 

(a) Montrer que SL, (Z) est un groupe multiplicatif. 

On note H le sous-groupe de SL, (Z) engendré par les matrices I, + E; ; avec i,j 
éléments distincts de [1 ; n]. 

(b) Vérifier l'appartenance à H des matrices In +kE; ; pour tous indices é, j distincts 
dans [1;n] et tout k eZ. 

(c) Soit M € SL, (Z). Montrer qu’il existe une matrice À € H telle que la première 
colonne de AM est constituée d’un 1 suivi de 0. L 


(d) Montrer H = SL, (Z). 


Solution 


(a) Les matrices de SL, (Z) sont inversibles car de déterminants non nuls. Montrons 
alors que SL, (Z) est un sous-groupe du groupe (GLn (R), xj: 

La partie SLn (Z) est non vide car la matrice I, en est élément. La partie SL, (Z) est 
stable par produit car le produit de deux matrices à coefficients entiers est à coefficients 
entiers et le produit de deux matrices de déterminants 1 est de déterminant 1. Il reste à 
étudier les inverses des éléments de SL, (Z). 


méthode 
| On peut exprimer l'inverse d’une matrice à l’aide de sa comatrice. 


Soit M € SL, (Z). Sachant det(M) = 1, l'inverse de M s'écrit 


M = “(Com(M)) —"(Com(M)). 


” det(M) 


Les coefficients de la comatrice sont les cofacteurs de M et ceux-ci sont au signe près 
égaux aux mineurs de M. Chacun de ces mineurs est un déterminant d’une matrice à 
coefficients entiers, c’est donc un entier. On en déduit que la comatrice de M, et donc 
l'inverse de M, est à coefficients entiers. 


(b) Soit i, j € [1 ;n] avec à # j. Pour k € N, on a 
(In + kE;,5)(In } E;,;) = ],, + (k t 1)E;,; car E} SO 


ossi 
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On vérifie alors la propriété I, + kEi; € H par récurrence sur k € N. De plus, cette 
propriété s'étend à k € Z car In — KE, ; est l'inverse de [, + kE;,;. 


(c) méthode 
| Multiplier à gauche! par I, + kE;,; réalise l'opération Li + Li +kL;. 


Soit M € SL, (Z). Cette matrice étant inversible, il existe au moins un coefficient non 
nul sur sa première colonne. Parmi ceux-ci considérons m celui qui est le plus petit en 
valeur absolue. Par des opérations élémentaires sur les lignes du type Li + Li + kL; 
avec k entier, on peut remplacer chaque autre coefficient de la première colonne par son 
reste lors de la division euclidienne par m. En répétant si besoin cette manipulation avec 
un nouveau coefficient de la première colonne, on peut transformer M en une matrice 
où il ne figure plus qu’un seul coefficient non nul sur la première colonne. Si Pon note j 
l'indice de ligne où il figure, l'opération L1 + Lı + L; suivie de L; + Lj — Lı suffit 
à positionner ce coefficient en première ligne si ce n’est pas déjà le cas. On peut aussi 
le transformer en un coefficient positif si besoin par Lo & La — La, Li + Li +21 
et La t La ni Li. 

Ces différentes opérations élémentaires sur les lignes déterminent une matrice À € H 
telle que 


1,1 01,2 ‘‘ Qin 
0 az2 > Gin 

AM = . ` | avec Qij EZ et a > 0. 
0 An,2 > Ann 


Enfin, le nombre ayı divise le déterminant de AM et ce dernier vaut 1. On a donc 
a1,1 = 1 et la matrice AM est de la forme voulue. 


(d) méthode 
| Multiplier à droite par L,+kE;,; réalise Popération élémentaire C; + C;+kCi. 


Par opérations sur les colonnes, on peut disposer des zéros à droite du coefficient en 
position (1,1). Ces opérations sur les colonnes déterminent une matrice A’ € H telle que 


1 0 


E a 
AMA' = (o a 


) avec M’ € SLp—1(Z). 

Tant que la matrice M’ ainsi formée n’est pas de taille 1, on peut répéter les opérations 
précédentes. Lorsque la matrice M’ obtenue est de taille 1, c’est la matrice (1). On peut 
ainsi définir des matrices B et B’ appartenant à H telles que BMB’ = I, et donc 
M = BB’! €H. 


Finalement, toute matrice de SL, (Z) appartient à H. L’inclusion réciproque étant 
entendue, on conclut H = SL, (2). 


1. Une matrice In +AF;, j se nomme une matrice de transvection. Multiplier par celle-ci à gauche opère 
sur les lignes : Li + Li + ÀL;. Multiplier par celle-ci à droite opère sur les colonnes : Cj + C; + ACi. 


CHAPITRE 4 


Réduction géométrique 


K désigne un sous-corps de C, E un K-espace vectoriel de dimension quelconque et n un 
entier naturel non nul. 


4.1 Sous-espaces stables 


4.1.1 Définition 


Définition 
Un sous-espace vectoriel F de E est dit stable par u € L(E) si u(F) C F, c’est-à-dire 
si u(x) € F pour tout vecteur x de F. 


Si F et G sont des sous-espaces vectoriels stables par un endomorphisme u, les es- 
paces F + G et F NG le sont aussi. 


4.1.2 Endomorphismes induits 


Définition 
Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par un endomorphisme u de E, on peut 
considérer l'application restreinte ! 


IFS 
“F: | s ur(x) = u(x). 


| Celle-ci définit un endomorphisme de F que l’on appelle l’endomorphisme induit par u 
sur F. 
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Si l’endomorphisme u est injectif, les endomorphismes qu'il induit le sont aussi. S'il est 
surjectif, on ignore si les endomorphismes induits le sont encore ?. 


| Théorème 1 

| Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par des endomorphismes u et v de E, 
F est aussi stable par àu pour tout À € K et stable par u +v et uov. 

De plus 


QAu)r = ur, (u+v)r =ur+ur et (uov)p =urour. 


L’ensemble des endomorphismes stabilisant F' est une sous-algèbre de L(E) et l’applica- 
tion qui à u associe ur y définit un morphisme d’algèbres à valeurs dans £(F). 


4.1.3 Stabilité et représentation matricielle par blocs 


Ici, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n. 


Théorème 2 
Soit u € L(E) et F un sous-espace vectoriel de Æ de dimension p muni d'une base 
| (e1, ---, €p) complétée en une base e = (e1,...,e,) de E. On a équivalence entre : 
(i) F est stable par u; 
(i) la matrice de u dans e est de la forme 


e a avec À € Mp(K). 


| De plus, si tel est le cas, À est la matrice figurant ur dans la base (e1, ...,e,). 


Si l’on considère une base de Æ dont les derniers vecteurs forment une base de F, la 
stabilité de F par u se visualise par une matrice de la forme 


B 0 
C A 
avec À matrice carrée de taille p figurant up. 


Plus généralement, si des sous-espaces E}, ... , Em réalisent une décomposition en somme 
directe de l’espace E, ceux-ci sont stables par un endomorphisme u de E si, et seulement 
si, la matrice de u dans une base adaptée? à l'écriture E = F1 @-- -@ Em est de la forme 


A (0) 


ES avec Åk E Ma, (K) et ax = dim F4. 
(0) Am 


1. Il s’agit d’une restriction au départ et à l’arrivée : l'hypothèse de stabilité de F assure la bonne 
définition de cette application restreinte. 

2. La dérivation sur K[X] est surjective mais l’endomorphisme qu’elle induit sur Kn[X] ne l’est pas. 

3. Une telle base est déterminée en accolant des bases de chaque espace Ep. 
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4.2 Éléments propres 


4.2.1 Valeurs propres et vecteurs propres d’un endomorphisme 


EE . = 
Théorème 3 (Droite vectorielle stable) 
Une droite vectorielle D engendrée par un vecteur x non nul de E est stable par un 


endomorphisme u de E si, et seulement si, il existe À € K tel que u(x) = Ax. 
EE à 


Définition 

On dit qu'un vecteur x de E est un vecteur propre d’un endomorphisme u de E s’il 
engendre une droite vectorielle stable par u. 

Un vecteur propre est donc un vecteur non nul tel que ulz) = Àx pour une certaine 
valeur À € K. Celle-ci est unique, on l’appelle valeur propre associée au vecteur propre x. 


Définition 

On dit qu'un scalaire À € K est valeur propre d'un endomorphisme u de E s’il existe 
un vecteur + € E non nul vérifiant u(x) = àz. 

Un tel vecteur x est alors dit vecteur propre associé à la valeur propre À. 


4.2.2 Sous-espaces propres d'un endomorphisme 


Soit u € L(E) et À € K. Les vecteurs x de FE solutions de l'équation u(x) = Ax constituent 
l'espace Ey (u) = Ker(u — Ald£). Le scalaire À est valeur propre de E si, et seulement si, 
cet espace n’est pas réduit au vecteur nul. 

Définition 

Si À est une valeur propre de u, l’ensemble E\(u) s'appelle le sous-espace propre! 
associé à la valeur propre À. 


_ 
Théorème 4 

Les sous-espaces propres d’un endomorphisme u sont stables par celui-ci et l’on a 
l'égalité um, (u) = Adg,çu) pour toute valeur propre À de u. 


Plus généralement, si u et v commutent, les sous-espaces propres de u sont stables par v. 


Théorème 5 


La somme d’une famille finie de sous-espaces propres d’un endomorphisme u de E 
associés à des valeurs propres deux à deux distinctes est directe. 


Théorème 6 
Une famille (finie ou infinie) de vecteurs propres associés à des valeurs propres deux 
à deux distinctes est assurément libre. 


1. Les vecteurs de E} (u) sont les vecteurs propres de valeur propre À auxquels on adjoint le vecteur 
nul (qui lui n’est pas vecteur propre). 
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Dans un espace de dimension finie n, un endomorphisme u possède au plus n valeurs 
propres. L’ensemble constitué de celles-ci se nomme le spectre de u, on le note Sp(u). 


4.2.3 Éléments propres d'une matrice carrée 


On définit les éléments propres d’une matrice carrée A de Mn(K) comme étant les élé- 
ments propres de l’endomorphisme de K” qui lui est canoniquement associé. Par liden- 
tification usuelle des éléments de K” avec les colonnes de Mn,1(K) formées des mêmes 
coefficients, on obtient le vocabulaire suivant : 
Définition 
Une colonne X de M, :(K) est un vecteur propre de la matrice carrée À € Ma(K) 
si X est non nulle et s’il existe À € K tel que AX = AX. Ce scalaire À est appelé 
valeur propre associée au vecteur propre X. 


Pour À € K, on note E\(4) = Ker(A — Aln) l’espace des solutions X € M,1(K) de 
l'équation AX = AX. Le scalaire À est valeur propre de la matrice A si, et seulement si f 
cet espace n’est pas réduit à l’élément nul, auquel cas on le nomme le sous-espace propre 
associé à la valeur propre À de la matrice A. 


L'ensemble des valeurs propres de la matrice A € Mn(K) est de cardinal fini inférieur à 
sa taille n. Cet ensemble constitue le spectre de la matrice A. 


| Théorème 7 
Si u est un endomorphisme d’un espace Æ de dimension n représenté par une ma- 
trice À de Mn(K) dans une base e de E, l’endomorphisme u et la matrice A ont les 
mêmes valeurs propres. 
De plus, leurs espaces propres se correspondent dans le sens où, pour tout À € K et 
tout x € E figuré par une colonne X dans la base e, on a 


TE Ex (u) <= X € E\(A). 


Deux matrices semblables ont alors le même spectre car figurent le même endomorphisme. 


4.3 Polynôme caractéristique 


4.3.1 Polynôme caractéristique d’une matrice carrée 


Définition 
On appelle polynôme caractéristique d’une matrice A de MK), le polynôme ya 
| de K[X] déterminé par l'expression polynomiale 


XA(À) = det (Aln — A) pour tout À € K. 


4.3 Polynôme caractéristique 


F Théorème 8 
Le polynôme caractéristique de À € Mn(K) est unitaire, de degré exactement n et 
possède les coefficients remarquables ! de l'égalité suivante : 


A Km E a a EA | 


Lorsque À est une matrice triangulaire de coefficients diagonaux À1,...,À,,on a 


n 


xa = [[(X - x). 


i=1 


4.3.2 Polynôme caractéristique et valeurs propres 


Théorème 9 
Les valeurs propres d’une matrice A de Mn(K) sont exactement les racines? dans K 
de son polynôme caractéristique x4. 


Les matrices À et *A ont le même polynôme caractéristique et donc les mêmes valeurs 
propres. 


Le théorème de d’Alembert-Gauss assure existence d’une racine à tout polynôme com- 
plexe non constant. On en déduit le théorème d’existence de valeur propre qui suit : 


Théorème 10 | 
Toute matrice de M,(C) possède au moins une valeur propre complexe. 


Aussi, toute matrice réelle de taille impaire possède au moins une valeur propre réelle. 


4.3.3 Polynôme caractéristique d’un endomorphisme 


Deux matrices carrées semblables ont le même polynôme caractéristique : ceci permet 

d'introduire la définition suivante. 

Définition 

| On appelle polynôme caractéristique d’un endomorphisme u d’un espace E de dimen- 
sion finie non nulle’, le polynôme caractéristique commun aux matrices représentant 

| l'endomorphisme u. On le note y, et celui-ci vérifie : 


Xul à) = det(Aldg — u) pour tout À € K. 


1. Lorsque n = 2, le polynôme caractéristique de A est xa = X? — tr(A)X + det(A). 

2. Le polynôme caractéristique de A étant de degré n, on retrouve que la matrice A possède au plus n 
valeurs propres. 

3. Le seul endomorphisme de l’espace nul est l’endomorphisme nul, on convient que son polynôme 
caractéristique est constant égal à 1. 
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Si l’espace F est de dimension n, le polynôme caractéristique de u est unitaire, de degré 
exactement n et possède les coefficients remarquables de légalité suivante : 


Xu = X” — tr(u) X”! +- + (—1)” det(u). 


De plus, les valeurs propres de u sont exactement les racines de xu- 


Théorème 11 
Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe de dimension finie non 
nulle, il possède au moins une valeur propre. 


4.3.4 Muiltiplicité d’une valeur propre 
Définition 
| Soit u € L(E) et À € K. On appelle multiplicité de À en tant que valeur propre de u, 
| l’ordre de multiplicité ! de À en tant que racine du polynôme caractéristique x... Cette 
| multiplicité est notée my (u). 
De façon analogue, pour À € M, (K), on définit la multiplicité m\(A) de À en tant que 
valeur propre de À. 
Une valeur propre est dite simple lorsqu’elle est de multiplicité 1, elle est dite multiple 
si elle est de multiplicité au moins égale à 2. Le vocabulaire qui précède permet aussi 
de parler de valeur propre de multiplicité 0 pour signifier qu’un scalaire n’est pas valeur 
propre. 


Théorème 12 
La somme des multiplicités des valeurs propres d’un endomorphisme u de E est 
inférieure à la dimension de l’espace E. De plus, il y a égalité si, et seulement si, le 
polynôme caractéristique x. est scindé sur K. 


Lorsque K = C, tout endomorphisme u de E possède exactement dim E valeurs propres 
comptées avec multiplicité. 


Ces résultats se transposent aux matrices carrées. En particulier, une matrice À € M,(C) 
possède exactement n valeurs propres comptées avec multiplicité. 


4.3.5 Multiplicité et dimension des sous-espaces propres 


Théorème 13 

Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u € £(E), le polynôme caracté- 

ristique de l’endomorphisme induit par u sur F divise le polynôme caractéristique 
| de u. | j 


1. L'ordre de multiplicité de a € K en tant que racine d’un polynôme P non nul de K[X] est le plus 
grand entier œ tel que (X — a)® divise P. Lorsque cet ordre est nul, a n'est pas racine de P. 
2. Une valeur propre simple est comptée une fois, une valeur propre double deux fois, etc. 


4.4 Diagonalisabilité i 


De ce résultat découle une comparaison de la dimension! du sous-espace propre et de la 
multiplicité d’une valeur propre : 


| Théorème 14 
| Si À € K est une valeur propre de u € £(E) alors 1 < dim F, (u) < mA(u). 


Le sous-espace propre associé à une valeur propre simple est de dimension 1. 
Ces résultats se transposent aux matrices carrées. 


4.3.6 Eléments propres complexes d’une matrice réelle 


Une matrice carrée réelle À peut se comprendre comme une matrice carrée à coefficients 
complexes. On peut donc à la fois parler de ses valeurs propres réelles, qui constituent 
son spectre réel noté Spr(À), et de ses valeurs propres complexes, qui forment son spectre 
complexe noté Spc(À). 


On a l'inclusion Spr(A) C Spc(A) et la propriété Spc(A) # 0. Plus précisément, une 
matrice réelle de taille n possède exactement n valeurs propres complexes comptées avec 
multiplicité. 


On a aussi le résultat suivant : 


Théorème 15 
Les valeurs propres complexes d’une matrice réelle sont deux à deux conjuguées. 


De plus, deux valeurs propres complexes conjuguées ont même multiplicité et leurs 
sous-espaces propres ont même dimension et se correspondent par conjugaison. 


Plus généralement, si À est une matrice carrée à coefficients dans L sous-corps de K, le 
spectre de À dans L est inclus dans le spectre de À dans K. 


4.4 Diagonalisabilité 


E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie. 


4.4.1 Endomorphisme diagonalisable 


Définition 
Un endomorphisme u de l’espace E est dit diagonalisable s’il existe une base de E dans 
laquelle sa matrice est diagonale. Une telle base est appelée base de diagonalisation 
de l’endomorphisme u. 

Une base de diagonalisation est une base constituée de vecteurs propres? de l’endomor- 

phisme. 


1. La dimension du sous-espace propre définit la multiplicité géométrique de la valeur propre par 
Opposition à la multiplicité, quelquefois dite algébrique, introduite à partir du polynôme caractéristique. 
2. On parle quelquefois de base propre pour désigner une base formée de vecteurs propres. 
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Une condition simple et suffisante de diagonalisabilité est donnée par le résultat suivant : 


Théorème 16 
Si un endomorphisme u de Æ possède exactement dim E valeurs propres, celui-ci est 
diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles. 


Des conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisabilité sont fournies par le théorème 
qui suit : 


Théorème 17 
Soit u un endomorphisme de l’espace E. On a équivalence entre : 
(i) u est diagonalisable ; 
Gii) E est la somme directe des sous-espaces propres de t; 
(iii) la somme des dimensions des sous-espaces propres de u égale la dimension de F ; 
(iv) Xu est scindé sur K et dim E\(u) = mA(u) pour tout À € Sp(u). 
De plus, les matrices diagonales figurant u sont alors celles dont les coefficients 
diagonaux sont les valeurs propres de u comptées avec multiplicité. 


Lorsque u est diagonalisable, une base adaptée à la décomposition de Æ en la somme 
directe des sous-espaces propres de u est une base de diagonalisation dans laquelle la 
matrice de u est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme ALm, (u) pour 
chaque valeur propre À de u. 


4.4.2 Matrice diagonalisable 
Définition 


Une matrice A de Mn(K) est dite diagonalisable si l’endomorphisme de K” qui lui 
est canoniquement associé est diagonalisable. 


Ceci signifie encore que la matrice À est semblable à une matrice diagonale, c'est-à-dire 
qu'il existe une matrice P inversible et une matrice D diagonale permettant d'écrire 


A= PDP. 


Les critères de diagonalisabilité énoncés pour les endomorphismes se transposent aux 
matrices : 


Théorème 18 
Si une matrice carrée À € Mn(K) admet n valeurs propres distinctes, celle-ci est 
diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles. 


4.5 Trigonalisabilité | 


Théorème 19 
Soit À € Mn(K). On a équivalence entre : 
(i) À est diagonalisable ; 


(ii) Man,i(K) est 1 la somme directe des sous-espaces propres de À: 

(it) la somme des dimensions des sous-espaces propres de À est égale à sa taille n; 
(iv) xa est scindé sur K et dim E,(A) = ma (A) pour tout À € Sp(4). 

De plus, les matrices diagonales semblables à À sont celles dont les coefficients dia- 
gonaux sont les valeurs propres de À comptées avec multiplicité. 


Si une matrice À de M,(K) figure un endomorphisme u de E dans une certaine base, 
dire que la matrice A est diagonalisable équivaut à dire que l’endomorphisme u l’est. 


4.5 Trigonalisabilité 


E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie. 


4.5.1 Endomorphisme trigonalisable 

Définition 
Un endomorphisme u de l’espace E est dit trigonalisable s’il existe une base de Æ 
dans laquelle sa matrice est triangulaire supérieure. Une telle base est appelée base 
de trigonalisation de l'endomorphisme u. 

Les endomorphismes diagonalisables sont à fortiori trigonalisables. 


Lorsqu'un endomorphisme est trigonalisable, le premier vecteur d’une base de trigona- 
lisation est un vecteur propre de celui-ci. On peut approfondir cette affirmation par le 
résultat géométrique qui suit : 
Théorème 20 
Soit u un endomorphisme d'espace Æ de dimension n et e = (e1,...,e,) une base 
de E. On a équivalence entre : | 
(i) la matrice de u dans e est triangulaire supérieure ; | 
(i) ue;) € Vect(e1,...,ej) pour tout j € [l;n]; 
(ii) Pespace Vect(e:,...,e;) est stable par u pour tout j € [1; n]. 


4.5.2 Matrice trigonalisable 


Définition 
Une matrice À de Mn(K) est dite trigonalisable si l'endomorphisme de K” qui lui 
est canoniquement associé est trigonalisable. 


1. Mn, (K) ou K?” selon que l’on considère les sous-espaces propres de A comme sous-espace vectoriel 
de Pun ou Pautre. 
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Ceci signifie aussi que la matrice À est semblable à une matrice triangulaire supérieure. 
En particulier, les matrices diagonalisables sont trigonalisables. 


Si une matrice À de Mn(K) figure un endomorphisme u de E dans une certaine base, 
dire que la matrice A est trigonalisable équivaut à dire que lendomorphisme u l’est. 


4.5.3 Caractérisation 


Théorème 21 
Un endomorphisme u de E est trigonalisable si, et seulement si, son polynôme ca- 
ractéristique Xu est scindé sur K. 

De plus, une matrice triangulaire figurant u a pour coefficients diagonaux les valeurs 
propres de u comptées avec multiplicité. 


En particulier, tout endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie 
est trigonalisable car tout polynôme complexe non nul est scindé sur C. 


Ces résultats se transposent aux matrices carrées : 


Une matrice À dé Mn(K) est trigonalisable si, et seulement si, son polynôme carac- 
téristique xa est scindé sur K. 

De plus, les coefficients diagonaux d’une matrice triangulaire semblable à À sont les 
valeurs propres de À comptées avec multiplicité. 


Théorème 22 | 
| 
| 


Les matrices de M,,(C) sont assurément trigonalisables. 


4.5.4 Somme et produit des valeurs propres 


Théorème 23 
Soit u un endomorphisme de E. Si le polynôme caractéristique y. est scindé sur K, 
la trace et le déterminant de u sont respectivement la somme et le produit ! des 
valeurs propres de u comptées avec multiplicité. 


ms 


On énonce un résultat semblable pour les matrices carrées. 


| Théorème 24 


La trace et le déterminant d'une matrice complexe sont la somme et le produit de 
| ses valeurs propres comptées avec multiplicité. | 


Ce résultat s'étend aux matrices réelles sous réserve de considérer leurs valeurs propres 
complexes. 


1. Lorsqu'un polynôme unitaire est scindé de degré n, le coefficient de X n—1 et son coefficient constant 
déterminent au signe près la somme et le produit de ses racines. Pour le polynôme caractéristique, ces 
coefficients sont liés à la trace et au déterminant de la matrice. 
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4.5.5 Nilpotence 


Définition 

Un endomorphisme u de l’espace E est dit nilpotent s’il existe p € N vérifiant u? = 0. 
Le plus petit entier naturel p vérifiant cette identité définit l'indice de nilpotence de u. 
Ce vocabulaire se transpose aux matrices. En particulier, les matrices triangulaires su- 
périeures strictes ! sont nilpotentes. 


Théorème 25 | 
Un endomorphisme u de Æ est nilpotent si, et seulement si, il est trigonalisable et 0 
est sa seule valeur propre. | 


Un endomorphisme nilpotent u d'un espace E de dimension n vérifie u” = 0 car il peut 
être figuré par une matrice triangulaire supérieure stricte. 


| Théorème 26 


Une matrice À de M,(K) est nilpotente si, et seulement si, elle est trigonalisable 
et 0 est sa seule valeur propre. 


Cela revient encore à dire que la matrice est semblable à une matrice triangulaire supé- 
rieure stricte. Son indice de nilpotence est alors assurément inférieur à sa taille n. 


4.6 Exercices d'apprentissage 


4.6.1 Éléments propres 


Exercice 1 

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres des endomorphismes suivants : 
(a)ç: Pr XP’ endomorphisme de R[X]. 
(b) y: Pr XP endomorphisme de C|X]. 
(c) T: (un) = (un+1) endomorphisme de l’espace B(N, R) des suites réelles bornées. 
(d)u: M œ> M +tr(M)l, endomorphisme de M,(R) (avec n > 2). 


Solution 
On vérifie dans chaque cas que les applications considérées sont bien des endomor- 
phismes des espaces proposés. 


méthode 
On détermine les valeurs propres d’un endomorphisme u de Æ en étudiant pour 
quels scalaires À l'équation? u(x) = Ax d’inconnue x € E possède d'autres 
solutions que le vecteur nul. 


1. Une matrice triangulaire supérieure A de taille n est dite stricte lorsque les coefficients de sa 
diagonale sont tous nuls. On vérifie alors A” = On. 
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(a) Soit À € R. On étudie l'équation @(P) = AP, c'est-à-dire XP’ = AP, d’'incon- 
nue P € R|X]. 
méthode 


L'identification des plus grandes puissances de X dans les deux membres révèle 
les valeurs possibles de À. 


Analyse : Supposons que cette équation possède une solution P non nulle. On peut 
introduire le degré n de P et écrire 


P =n X” +:--+a1X +ao avec ao,...,4n ER et an #0. 
L’équation (P) = ÀP s'exprime alors 


5 kap X" = 5 Aap XF 
k=0 k=0 


L'identification des coefficients des polynômes des deux membres donne kag = Àax pour 
tout k € [0;n]. En particulier, nan = Aa, et donc À = n car an # 0. Les égalités 
kax = nap donnent alors ap = 0 pour tout k € [0;n — 1] puis P = an X”. 

Résumons : si l'équation y(P} = AP possède une solution P non nulle, il existe n € N 
tel que À = n et P est alors a, X” avec an Æ 0. 

Synthèse : Pour P = a, X” avec an # 0, on vérifie y(P) = nP avec P non nul. 

Finalement, les valeurs propres de ọ sont les entiers naturels et les vecteurs propres 
associés à la valeur propre n € N sont les an X” avec an réel non nul*. 


(b) Soit À € C. Résolvons l'équation #(P) = AP d’inconnue P € C[XT]. 
Y(P)=ÀP > XP = XP 
 (X-)1)P=0 
<> P=0 car X — À n’est pas le polynôme nul 4 


Ainsi, pour tout À € C, seul le polynôme nul est solution de l'équation #(P}) = AP : 


l'endomorphisme # ne possède pas de valeurs propres Ÿ. 


(c) Soit À € R. Étudions l’équation T(u) = Au d’inconnue u = (un) € B(N, R). Par 
résolution d’une relation de récurrence géométrique, on a 
Tu) = àu = Vn EN, Unyi = Aun 
Ja € R, VEN, un = )'a 
<> ER, u= (Aa) 


nEN° 


2. L'équation u(x) = Ax d’inconnues x € E et À € K s'appelle l'équation aux éléments propres. 

3. Le sous-espace propre associé à la valeur propre n est En(ç) = {an X" | an € R} c’est-à-dire 
Vect (x #) : il réunit les vecteurs propres et le vecteur nul. 

4. L'anneau C[X] est intègre : le produit de deux polynômes est nul si, et seulement si, un des facteurs 
est nul. 

5. C’est seulement en dimension finie que l’on peut affirmer qu’un endomorphisme d’un espace com- 
plexe possède au moins une valeur propre. 
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méthode 
|| On se limite aux solutions bornées. 


Cas : |A| > 1. La suite (Aa) est bornée si, et seulement si, a = 0 et c’est alors la suite 
nulle. 

Cas : [A] < 1. La suite (Aa) est bornée et est non nulle !, dès que a # 0. 

Par conséquent, les valeurs propres de T sont les éléments? de [—1 ; 1] et les vecteurs 
propres associés à À € [—1;1] sont les suites (\*a) avec a réel non nul. 


(d) Soit À € R. Étudions l’équation u( M) = AM d’inconnue M € M,(R) : 
M + tr(M)In = ÀM. (x) 
Dans cette équation l’inconnue M apparaît sous deux formes : M et tr(M). 


méthode 
| On étudie la trace des matrices solutions. 


Soit M une solution de (+). En appliquant la fonction trace aux deux membres de cette 

équation, on obtient 
(n +1)tr(M) = Atr(M). 

Cette équation détermine la valeur de la trace de M lorsque À Æ n + 1. On distingue 
alors deux cas. 

Cas : À Æ n +1. On a nécessairement tr(M) = 0 et l'équation (x) devient M = AM. 

Si À Æ 1, seule la matrice nulle est solution et À n’est pas valeur propre. 

Si À = 1, toutes les matrices de trace nulle sont solutions de (+). Parmi celles-ci, il 
figure des matrices non nulles (car n > 2) ce qui assure que 1 est valeur propre. 

Cas : À = n +1. L'équation (x) se simplifie en 

nM =tr(M)l, soit encore M = eh, 

Une solution de cette équation est de la forme al, avec œ € R et, inversement, une 
matrice de cette forme est solution . Parmi celles-ci, il figure des matrices non nulles 
et n + 1 est donc valeur propre. 

En résumé, u admet deux valeurs propres : 

— la valeur n + 1 dont les vecteurs propres associés sont les matrices non nulles de 


trace nulle ; 
— la valeur 1 dont les vecteurs propres associés sont les al,, avec a Æ 0. 


Exercice 2 
En introduisant l’endomorphisme de dérivation sur l’espace E = C®(R, C), montrer 
| la liberté de la famille de fonctions (ex)1ec avec ex(t) = e* pour tout t € R. 


1. Même lorsque À vaut 0, la suite est non nulle car son terme initial est a # 0 sachant 0° = 1. 
2. Ceci détermine une infinité de valeurs propres : cela n’est possible qu’en dimension infinie. 


_ Chapitre 4. Réduction géométrique 


Solution 
La dérivation est une opération linéaire qui transforme une fonction de classe C% en 
une fonction de classe C®, on peut donc introduire l’endomorphisme D de dérivation sur 
l'espace E. 
méthode 
| Une famille de vecteurs propres associés à des valeurs propres deux à deux 
| distinctes est une famille libre (Th. 6 p. 121). 
Pour tout À € C, la fonction ex est une fonction non nulle de l’espace E vérifiant 
D(ex) = Aex : cette fonction est vecteur propre associé à la valeur propre À pour lendo- 
morphisme D. On en déduit la liberté! de la famille (ex}\ec. 


Exercice 3 
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice 


Dpt til 
A= aa a ne ER) 
e maT 


Solution 


méthode 
|| Les valeurs propres d'une matrice sont les racines de son polynôme caractéris- 
| tique (Th. 9 p. 123). 


On calcule le polynôme caractéristique de À en À € R. 
1-2 1 —1 


xalà) = det(A- A)=| 1 À-2 1 
1 -1 à 


méthode 
Puisque ce sont les racines du polynôme caractéristique qui nous intéresse, on 
exprime dans la mesure du possible celui-ci sous forme factorisée. 


On fait apparaître des facteurs À — 1 en ajoutant la deuxième colonne à la première 
puis la troisième à la seconde 


à-2 1 1 à—-1 0  —1 1 -1 
1 à-—2 1 = _|à—-ł À-1 1ļ|=(å-1}]i 
bo a Ré l'O ASE À 0 


meo 


1 
À 


En développant le dernier déterminant selon une rangée ou en faisant encore apparaître 
des zéros, on obtient à la fin des calculs x4(À) = (À — 1)2(1 — 2). Cette égalité valable 
pour tout scalaire À détermine le polynôme caractéristique de À : 


xa = (X -1P (X —2). 


1. On pourra rapprocher cet argument de la démarche suivie lors de la résolution du sujet 15 du 
chapitre 7 de l'ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPST. 


— ëB 


La matrice A possède alors deux valeurs propres : 1 (valeur propre double) et 2 (valeur 
propre simple). Ceci est conforme à la valeur de la trace de À : 4 = 1 +1 +2. 
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méthode 
| On obtient le sous-espace propre associé à une valeur propre À d'une matrice 
| carrée À en résolvant l'équation AX = ÀX d’inconnue la colonne X. 


Commençons par déterminer le sous-espace propre associé à la valeur propre 2 (nous 
pouvons anticiper que ce sous-espace propre est une droite vectorielle car 2 est une valeur 
propre simple). 


Pour X colonne de coefficients z1, £2, %3, on a! 


AX =2X = (A-—21];)X =0 


—%Z2+ Ta =0 
> Tı Z3 = 0 
—%1 + Zo — 273 = 0 


La = ZT 
2 3 
Ti = — 3. 


Le sous-espace propre associé à la valeur propre 2 est donc? 


-r3 = = 
(A) = T3 z3 ER? =<4z3z| 1 | T3 ER } = Vect | 1 
T3 i 1 


Déterminons ensuite le sous-espace vectoriel associé à la valeur propre 1. Avec les 
mêmes notations 


AX = X 4 (A—13)X = 0 
gı =z + T3 = 0 
T1 + To — £3 = 0 
—%1 + £2 — £3 = 0 


Cette dernière équation se résout en exprimant, par exemple, #3 en fonction de zı et 
de z2. Le sous-espace propre associé à la valeur propre 1 est donc 


Ti 1 0 
E:(4) = T2 | 21,22 ER =4 21 0 +zxzol1 zi,% ER 
T2 — T1 —1 1 
1 0 
= Vect 0 |,.{1 
—1 1 


1. Puisque 2 est valeur propre de la matrice À, le système étudié doit posséder des solutions non 
nulles : ce n’est pas un système de Cramer et des équations doivent s’y simplifier. 
2. On peut aussi décrire E2(A) comme un sous-espace vectoriel de R3 : E2(A) = Vect((—1,1,1)) 
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Exercice 4 
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres complexes de la matrice 


de rotation 
Pra cos —sinĝ 
07 \sinf cos4 


) avec 0 Æ0 [7]. 


Solution 


méthode 
Le polynôme caractéristique d’une matrice carrée À de taille 2 est (Th. 8 
p. 123) | 
| xa = X’ — tr(A)X + det(A). 

Le polynôme caractéristique de Re est X? — 2 cos(0)X + 1. Les racines de ce trinôme 
de discriminant A = —4sin? 0, c'est-à-dire les valeurs propres de la matrice R(0), sont 
les complexes distincts! e? et e716. 

Pour déterminer le sous-espace propre associé à la valeur propre e”, on résout l’équa- 
tion AX = e'f X avec X colonne complexe de coefficients x et y. Cela produit le système 


cos(#)x — sin(f)y = ex 
sin(0)x + cos(0)y = ey. 


iĝ 


AS En écrivant e? = coë 0 + isin 0 et en simplifiant par sin qui est non nul, le système se 
2 # X: fa . . ez s 2 
CP résume? à la seule équation æ = iy. L'espace propre associé à la valeur propre e? est 
N 
alors 


Ejo (Ro) = E) | yE c} = Vect (i) 
méthode 


Les valeurs propres complexes d’une matrice réelle sont deux à deux conjuguées 
et les sous-espaces propres associés se correspondent par conjugaison. 


Par conjugaison, on détermine le sous-espace propre associé à la valeur propre ei? = ei? 


Esie (Ro) = Vect (5) . 


4.6.2 Diagonalisabilité 


Exercice 5 

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel Æ de dimension finie n non nulle ne 
possédant qu’une seule valeur propre. 

À quelle condition cet endomorphisme est-il diagonalisable ? | 


1. Lorsque 0 = 0 [r], la matrice R(0) est égale à I2 ou —I2 : elle admet une unique valeur propre et 
’espace propre associé est l’espace des colonnes. 

2. Puisque ei? est valeur propre, il est attendu qu’une équation du système se simplifie afin de proposer 
d’autres solutions que la solution nulle. 
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Solution 
méthode 


| Lorsqu'un endomorphisme est diagonalisable, sa matrice dans une base de 
diagonalisation a pour coefficients diagonaux ses valeurs propres. 


Notons À l’unique valeur propre de f. Si l’endomorphisme f est diagonalisable, sa 
matrice dans une base de diagonalisation est diagonale avec des À pour seuls coefficients 
diagonaux. Il s’agit de la matrice Al, que l’on sait figurer l’endomorphisme Aldg. Par 
unicité de l’endomorphisme représenté par une matrice dans une base donnée, on peut 
affirmer que l’endomorphisme f est Aldg. La réciproque est immédiate !. 


=. 
Exercice 6 


Soit u un endomorphisme diagonalisable d’un espace E de dimension finie n > 1. 
Montrer que le noyau et l'image de u sont supplémentaires. 


Solution 


méthode 
Les espaces Im(u) et Ker(u) se déduisent des vecteurs d’une base de diagona- 
lisation de u en discutant selon la nullité des valeurs propres associées ? 


Soit e = (e1, - - -, €n) une base de diagonalisation de u 
a à 
Mate(u) = rg 
(0) à, 
avec À1,...,À les valeurs propres associées aux vecteurs propres e1,...,e6,. On parti- 


tionne l’ensemble des indices ¿ selon que la valeur correspondante est nulle ou non : 
I= {ic [t;n] k=0} et J=fiel;r]| à #0} 
Soitie [lin]. Si ¿ € J, on a À; = 0 donc u(e;) = Og puis e; € Ker(u). Ainsi, 
F = Vect {e; | i € I} C Ker(u). (+) 
Si i € J, on peut écrire e; = zule) = u(Le;) car À; Æ 0 et donc e; € Im(u). On en 


déduit ' 
G = Vect{e; | i € J} C Im(u). (++) 


Les inclusions (+) et (x+) sont des égalités car 


dim F + dim G = Card (I) + Card(J) = n = dim Ker(u) + dimIm(u). 


3 


On peut alors conclure que les espaces Ker(u) et Im(u) sont supplémentaires? car 


engendrés par deux familles de vecteurs obtenues par partition d’une base. 


1. Ce résultat se transpose aux matrices : si une matrice À € Mn(K) est diagonalisable de seule 
valeur propre À, elle est semblable à la matrice Al, et donc égale à celle-ci. 

2. On peut aussi constater Im{(u)NKer(u) = {0%} en observant Ker(u) = Ker(u?) (voir sujet suivant). 

3. L'image de u est en fait la somme des sous-espaces propres associés aux valeurs propres non nulles. 
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Exercice 7 
Soit A € Ma (R) une matrice diagonalisable. Montrer Ker(A) = Ker(A4?). 


Solution 
On sait Ker(A) C Ker(4?) car une colonne X vérifiant AX = 0 vérifie aussi A? X = 0. 


méthode 
| On montre rg(A) = rg(A?) par diagonalisation de A. 


Puisque la matrice À est diagonalisable, on peut écrire A = PDP! avec P € GLa (R) 


et 
M (0) 
(0) à, 
où À1,...,À, désignent les valeurs propres comptées avec multiplicité de la matrice À. 


Par élévation au carré 


A = (PDP 1) = PDP PDP 1=PD?P 1 


Fe 
y0 
0) x% 


Les matrices D et D? ont le même rang correspondant au nombre de coefficients non 
nuls sur la diagonale. Les matrices A et A? leur étant respectivement semblables, ont 
aussi le même rang. Enfin, par la formule du rang, on obtient 


dim Ker(A) = n — rg(A) = n — rg(A°) = dim Ker ( A’). 


Par inclusion et égalité des dimensions, on conclut Ker(A) = Ker(4?). 


Exercice 8 
Étudier la diagonalisabilité des matrices de M3(R) suivantes : 
1 4 6 1 Tu 
(@)A={0 2 5 )B={0 1 1 
ONCE T 5,3 
Gi ti D 1 6 
COLE, D. Co (NT 
GG = D QU A 
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Solution 


méthode 
L'étude la diagonalisabilité d’une matrice peut ! se résoudre par l'étude de ses 
éléments propres (Th. 19 p. 127). 


(a) Le polynôme caractéristique de A est? (X —1)(X —2)(X — 3). La matrice A est 
de taille 3 et possède 3 valeurs propres distinctes”, elle est donc diagonalisable (Th. 18 
p- 126). 


(b) Le polynôme caractéristique de B est (X — 1) (X —2). La matrice B est de taille 3 
et possède deux valeurs propres. 


méthode 
|| On étudie les dimensions des sous-espaces propres associés. 
La valeur propre 2 est simple et l’on peut affirmer sans calculs que le sous-espace propre 


associé est de dimension 1. La valeur propre 1 est double et son sous-espace propre est 
de dimension 1 ou 2 (Th. 14 p. 125). 


méthode 


| Il n’est pas nécessaire de calculer exactement un sous-espace propre pour en 
déterminer la dimension : un sous-espace propre est un noyau, sa dimension 
| se déduit d’un calcul de rang. 


L'espace propre associé à la valeur propre 1 est E(B) = Ker(B — Is) avec 
0 1 0 0 1 0 
rg(B-l:)=1g|0 0 1 = rg|0 0 1] =2. 
0 0 1 000 


Par la formule du rang, on obtient dim £4 (B) = 3 — 2 = 1 et donc dim E(B) < mı (B). 
La matrice B n’est pas diagonalisable. 


(c) Le polynôme caractéristique de C est (X+1)?(X—1). La valeur propre 1 est simple 
et le sous-espace propre associé est de dimension 1. La valeur propre —1 est double et le 
sous-espace propre associé est de dimension 3 — 1 = 2 car 


1 1 0 1 1 0 
rg(C+l)=rg|1 1 0 = rg|0 0 0ļ]=1. 
0 0 0 Lo La—Li 0 0 0 


1. On présentera dans le chapitre 5 une démarche alternative basée sur le concept de polynômes 
annulateurs. 

2. De façon générale, le polynôme caractéristique d’une matrice triangulaire est le produit des (X —À;) 
âvec À; ses coefficients diagonaux. 

3. Il importe de souligner cette distinction. Toute matrice de M(C) n’est pas nécessairement diago- 
nalisable mais possède pourtant n valeurs propres, sous réserve de les décompter avec multiplicité ! 
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La somme des dimensions des sous-espaces propres de C est égale à sa taille, la matrice C 
est diagonalisable t. 


(d) Le polynôme caractéristique de D est (X — 1) (X 24 i) U n'est pas scindé sur R : 
la matrice D west donc pas diagonalisable dans? M3 (R). 
méthode 
| Pour l'étudier la diagonalisabilité de M € M,(K), on retient les démarches : 
— n valeurs propres distinctes — M diagonalisable ; 


— J dimE,\(M) =n <= M diagonalisable; 
— ym non scindé sur K — M non diagonalisable dans M, (K) ; 
— JA € Sp(M), dim£E,(M) < m\(M) — M non diagonalisable. 


Exercice 9 
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E représenté dans une base 
e = (e1,€2,€3) par la matrice 


0 1 —1 
i AO À 
f : 
AS M Mi) 
K 4 
e (a) Justifier que u est diagonalisable. 


(b) Déterminer une base de diagonalisation de u. 


Solution 


(a) On calcule le polynôme caractéristique de u en À € R. 


À si À à+1 0 1ı 
Xu(À) = xa A) = |-1 à 1 = À—1 À-1 -] 
=i St HAE) D er à 

1 0 1 1 0 0 

SE ler t A], =. ha = À 

(a DA = 1) RS oeg APP 1) TS 


= À(X+1)(à — 1). 


Le polynôme caractéristique de u est donc x, = X(X —1)(X + 1) et ses valeurs propres 
sont les racines 0, 1 et —1. L’endomorphisme u possède 3 valeurs propres et opère dans 
un espace de dimension 3, il est donc diagonalisable (Th. 16 p. 126). 


1. Il s’agit d’une matrice symétrique réelle, on verra dans le Th. 6 p. 291 que celles-ci sont toujours 
diagonalisables. 

2. En revanche, le polynôme caractéristique s'écrit (X — 1)(X — i)(X + i) dans C{X] : la matrice D 
est de taille 3 et possède 3 valeurs propres complexes distinctes, elle est diagonalisable dans M3(C). En 
substance, la propriété pour une matrice d’être diagonalisable dépend du corps d'étude. 
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(b) Une base de diagonalisation est une base de vecteurs propres. 


méthode 
On forme une base de diagonalisation en considérant une base adaptée à l’écri- 


ture 
E= B E D (u). 
ÀACSp(u) 
Déterminons une base de chaque sous-espace propre de u. 
Soit x un vecteur de Æ et X la colonne de ses coordonnées x1,2%2,x%3 dans la base e. 
Étudions le sous-espace propre associé à la valeur propre —1. 


u(x) = —x AX = -X 
<> (A+) X =0 
zı + £2 — T3 =0 
= {T1 +z +z3=0 
T1 + Lo +r3=0 


T2? = -T 
{ 2 1 
gz = 0. 


On a donc ! 


E(u) = {æi(e1 — e2) | 21 € R} = Vect(es — e2). 
w 


=g! 
ST 


La famille (e,) est une base de l’espace E_;(u). Par des calculs analogues, on obtient 


Elu) = Ker(u) = Vect(e1 — e2 —ez) et ÆEr(u) = Vect(es + e3). 


saai nf) 
Te) —Ég 


Les familles (e4) et (e3) sont des bases respectives des espaces propres Æo(u) et Eu). 
La famille e' = (el, e}, e6) est alors une base de E adaptée? à l'écriture 


E = E(u) & Eolu) & E (u). 
Il s’agit donc d’une base diagonalisant u avec? 


—1 0 0 

Mat(u) = | 0 0 0 
0 0 1 
1. Il apparaît que ce sous-espace propre est une droite vectorielle ce qui est attendu puisque —1 est 
Une valeur propre simple. 

2. La famille e’ a été obtenue en accolant des bases des sous-espaces propres. 

3. Si l’on choisit le vecteur ae! (avec œ # 0) au lieu du vecteur ej} comme premier vecteur de base, la 
matrice diagonale obtenue est identique : sa première colonne traduit simplement un vecteur changé en 
son opposé. Si l’on permute les vecteurs de e/, les coefficients diagonaux de la matrice diagonale figurant 


u sont permutés de la même façon. 


ms 
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| Exercice 10 
Montrer que les matrices réelles suivantes sont diagonalisables ct les diagonaliser !. 


und oma 
@)A=|1 1 1 @)B={[0 1 0 


@ di =i 1 0 0 


Solution 


(a) On calcule le polynôme caractéristique de À. Soit À € R. On développe le déter- 
minant selon la dernière ligne 

À—1 -l1 0 Se 1 

—1 À-1 


[=a +00- 
o 0. AHI 


Le polynôme caractéristique de À est donc xa = X (X +1)(X — 2) et ses valeurs propres 
sont les racines 0, —1 et 2. La matrice À est de taille 3 et possède 3 valeurs propres, elle 
est diagonalisable (Th. 18 p. 126). 


méthode 
Une base diagonalisant l’endomorphisme canoniquement associé à A détermine 
les colonnes d’une matrice de passage P diagonalisant À. 


On détermine les sous-espaces propres de À. Soit X € M3,1(R) de coefficients z1, £2, £3. 
La résolution des équations AX = 0, AX = —X et AX = 2X conduit à l'étude des trois 
systèmes suivants 


Æ1 + Lo = 6 2% + T2 = 0 — T1 + Lo = 0 
Tı + T2 + £3 =0 zı + 229 + £3 = 0 et T1—Lo+ xz3 —0 
— %Z3 = 0 0=0 — 323 =Q. 
Après résolution, on obtient 
1 1 1 
Eo(A) = Vect | —1 |, ÆE_1(4) = Vect | -2| et FEə(A)= Vect | 1 
0 3 0 


Les colonnes ainsi obtenues déterminent une base de vecteurs propres? de Pendomor- 
phisme canoniquement associé à A. Considérons alors la matrice P constituée par ces 
colonnes. 


1 1 1 
P=|-1 -2 1 
0 3 0 


1. Diagonaliser une matrice carrée A signifie déterminer une matrice inversible P telle que PAP 
soit diagonale. Une telle matrice P est alors appelée matrice de diagonalisation de A. 

2. Par l'identification usuelle de l’espace des colonnes Mu,1(K) avec K”, les colonnes introduites 
définissent des vecteurs propres de l'endomorphisme canoniquement associé. 
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La matrice P est inversible car c’est la matrice de passage de la base canonique à une 
base de vecteurs propres. Au surplus, la formule de changement de base, donne ! 


0 0 o0 
A=PDPT ave D=|0 -1 0 
0 0 2 


méthode 
En résumé, on forme les colonnes d’une matrice de passage P diagonalisant A à 
l’aide de bases des sous-espaces propres de À. La matrice diagonale D obtenue 
est alors constituée des valeurs propres associées aux colonnes de P en ordre 
| respectif. 


(b) On calcule le polynôme caractéristique de B. Soit À € R. On développe le déter- 
minant selon la deuxième ligne 


à 0 -~i TE 
xB()=|0 À-1 0ļ=(À DA NES 1)(X —1) = (A1) (1+1). 


Le polynôme caractéristique de B est donc xg = (X — 1)?(X + 1) et ses valeurs propres 
sont 1 (valeur propre double) et —1 (valeur propre simple}. On détermine les sous-espaces 
propres associés en résolvant les équations BX = X et BX = —X. Avec des notations 
entendues, ceci conduit à l'étude des systèmes 


— zı +zs = 0 zı +z3 = 0 
0=0 et 2x3 = 0 
Zi — z3 = Ù zı + z3 = 0. 
Après résolution, on obtient 
1 0 1 
E(B) = Vect 0,11 et ÆE_1(B) = Vect | 0 
1 0 —] 


Les colonnes introduites définissent les colonnes d’une matrice de passage inversible 


1 O0 1 
P=:|.0: i 0 
1 0 —1 


et la formule de changement de base donne 


1 0 0 
B= PDP"! ave D=—|0 1 0 
0 0 —1 


1. La matrice D est diagonale car figure l’endomorphisme canoniquement associé à À dans une base 
de vecteurs propres. Ses coefficients diagonaux sont les valeurs propres respectives associées aux vecteurs 
propres constituant les colonnes de P. 
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4.6.3 Trigonalisabilité 


Exercice 11 
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension n > 2 et k e N. 


(a) On suppose que À € K est une valeur propre de u. Vérifier que À est valeur 
propre de ur. 


(b) On suppose K = C. Montrer que les valeurs propres de u* sont exactement 
les A? avec À valeur propre de u. 


(c) On suppose K = R. Donner un exemple illustrant que la propriété précédente 


n'est plus vraie. 


Solution 


(a) Soit z un vecteur propre associé à la valeur propre À de l’endomorphisme u. Le 
vecteur z est non nul et vérifie u(x) = àx. On à alors 


u? (x) = u(u(x)) = u(Ax) = u(x) = x. 


Par récurrence, on vérifie u” (x) = XFx pour tout k € N. Puisque le vecteur æ est non 
null, on peut affirmer que à*¥ est valeur propre de u? associée au vecteur propre x. 


(b) méthode 
L'endomorphisme u peut être figuré par une matrice triangulaire où figurent 
sur la diagonale ses valeurs propres comptées avec multiplicité. 


Puisque K = C, le polynôme caractéristique de u est assurément scindé sur C et 
l’endomorphisme u est trigonalisable (Th. 21 p. 128). Il existe donc e = (e1,...,e,) base 
de E dans laquelle 


M (+) 
Mate(u) = T = N 
(0) à, 
Les valeurs propres de u sont celles de T et, la matrice T étant triangulaire, ses valeurs 
propres comptées avec multiplicité sont ses coefficients diagonaux À1,..., An. 
Aussi, la matrice de u” dans e est TF avec 
k 
a o 
Tt = ; 
(0) x 
Les valeurs propres de u? comptées avec multiplicité sont donc les ÀF,...,XË, c’est-à-dire 


les puissances d’exposant k des valeurs propres de u. Par élévation à la puissance k, les 
multiplicités de certaines valeurs propres peuvent fusionner. 


1. Il est important d'insister sur la non nullité du vecteur x car, pour tout HL E K, le vecteur nul est 
solution de l'équation u(x) = px sans pour autant pouvoir affirmer que y est valeur propre de u. 
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(c) Dans un plan euclidien orienté E, une rotation r d'angle 
00 [x] ne possède pas de valeurs propres réelles. En effet, une 
rotation différente de l’identité et de la rotation d’angle x ne pos- 
sède aucune droite vectorielle stable. Cependant, r* correspond 
à la rotation d’angle k8. En choisissant 0 = m/k pour k > 2, on 
obtient r? = —Idg donc 


Sp(r)=0 et Sp(r*) ={-1}. os 


(Exercice 12 
Montrer que les matrices réelles suivantes sont trigonalisables et les trigonaliser |. 


RC | aT jeb jassa 
(a) A=|1 -2 0 w= 1 1 @)C=(0 1 0 
i 0 i = CESE TRS 


Solution 


(a) méthode $ 
On montre qu'une matrice A de Mn(K) est trigonalisable en vérifiant que son 
polynôme caractéristique est scindé sur K (Th. 22 p. 128). 


Après quelques calculs?, le polynôme caractéristique de A est xa = (X + 1}. Ce 
polynôme est scindé sur R et la matrice A est donc trigonalisable*. Après résolution de 


l'équation AX = — X, on obtient que l’espace propre associé à la valeur propre —1 est 
ip 
E-ı(A) = Vect | 1 
1 


Pour trigonaliser À, on forme une base dans laquelle Pendomorphisme a canoniquement 
associé à À est représenté par une matrice triangulaire supérieure. 


méthode 
On commence par figurer lendomorphisme a dans une base dont le premier 
vecteur est vecteur propre de a. 


On pose w1 = (1,1,1) vecteur propre de a associé à la valeur propre —ł. On com- 
plète celui-ci de deux vecteurs de la base canonique afin de former une base de RÌ, par 
exemple #, en choisissant uz = (0, 1,0) et u3 = (0,0,1). On forme la matrice de a dans la 


1. Trigonaliser une matrice carrée A signifie déterminer une matrice inversible P telle que PIAP 
Soit triangulaire supérieure. Une telle matrice P est alors appelée matrice de trigonalisation de A. 

2. On pourra amorcer ces calculs par l'opération C1 + C1 + Co + Ca. 

3. Elle n’est cependant pas diagonalisable car une matrice diagonalisable dont la seule valeur propre 
est À est semblable à Al; donc nécessairement égale à Al} (voir sujet 5 p. 134). 

4. Durant cette démarche de trigonalisation des choix arbitraires sont effectués : il n’y a pas unicité 
de la matrice de passage ni de la matrice triangulaire à laquelle on parvient. 
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base (u1, u2, u3) en calculant simplement les images de ses vecteurs 
a(u) nn 
aus) = (8, —2, 1) = —Bu: + u2 + dus 


aus) = (1,0, —2) = ui — U2 — 3u3. 


Ainsi, 
-1 —3 1 
Matu, U2,U3) (a) = 0 1 =l 
0 4 —3 


On considère ensuite l'endomorphisme a’ du plan Vect(uz, u3) figuré dans la base 


(u2,u3) par le bloc 
y [Ai =l 
#02) 


méthode 
fn, La détermination d’une base de Vect(u2, us) trigonalisant a’ permet ! de for- 
mer une base réalisant la trigonalisation de a. 
AS Sans calculs, on: peut affirmer que le polynôme caractéristique de a’ est (X + D4 
\Q Y car xa = (X +1)x4. Après quelques calculs, on obtient que v2 = uz + 2us = (0, 1,2) est 


vecteur propre de a’. On complète ce vecteur afin de former une base du plan Vect(uz, u3), 
par exemple en prenant le vecteur ug. 
On forme la matrice de a dans la base (u, v2, u3} de R? en calculant les images 


a(u1) = (—1,-1,-1) = —w, 
a(v2) = (—1,—2, —3) = —u1 — %2 
a(us) = (1,0, —2) = U1 — V2 — U3. 


On a donc 
—1 —1 1 
Mattu vous)(@) = | 0 -1 -1 
0 0 —1 


Finalement, la formule de changement de base donne la trigonalisation 


1 0 0 
A=PTP™! ave P=|1 1 0| &T=]| 0 —1 -1 
1 2 1 


(b) Cette étude est globalement semblable à la précédente. On présente rapidement 
les éléments de résolution de celle-ci. Le polynôme caractéristique est? xg = (X — 1) 


1. En effet, les images par a des vecteurs de Vect(u2, ua) se déduisent de leur image par a’ en ajoutant 
un vecteur colinéaire à u. 
2. On amorce le calcul de celui-ci par l'opération C1 + Ci + C2. 
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il est scindé sur R et la matrice B est trigonalisable. On introduit l’endomorphisme b 
canoniquement associé à B. Le vecteur u; = (1, —1, 1) est vecteur propre de b associé à 
Ja valeur propre 1. On complète ce vecteur avec uz = (0,1,0) et uz = (0,0, 1) et l’on a 
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1 —1 0 
Mateu, u2 u3) (b) = 0 0 1 
0 =1.2 


On introduit l’endomorphisme b du plan Vect(u2, u3) figuré dans la base (u2, us) par le 


bloc 
RS a N 
ya 


Le vecteur v2 = u2 + uz est vecteur propre de b et la matrice de l’endomorphisme b 
dans (u1, v2, u3) donne la trigonalisation 


1 lû 1 0 0 
B=PTP™ avc T=|0 1 1}etP=|-1 1 0 
U g NT 1 t i 


(c) Cette fois-ci l'étude est un peu différente et beaucoup plus simple... Le polynôme 
caractéristique de C est xc = (X — 1)(X — 2)? et les sous-espaces propres associés aux 
valeurs propres 1 et 2 sont ! 


1 1 
Ei(A) = Vect {1] et E(A)— Vect | 0 
1 =] 
Posons alors u1 = (1,1,1), u2 = (1,0,—1) et complétons la famille libre (u1, u2) en 


une base de R? en prenant uz = (0,0,1). On forme la matrice dans (u1, u2, u3) de 
lendomorphisme c canoniquement associé à la matrice C en calculant les images 


c(u) = u 
c(uz2) = 2u2 
c(us) z (—1,0, 3) = —U2 + 2u3. 


On a donc 

1 0 0 

Matn uau (O= 0 2 —1 

00 2 

Finalement, 

1 1 0 1 0 0 
C=PTP ! avc P=|1 0 0 «+ w={lo 2 1 
1 -1 1 0 0 2 


: 1. L'espace propre associé à la valeur propre 2 n’est que de dimension 1, la matrice C n’est pas 
diagonalisable. 


i 
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Chapitre 4. Réduction géométrique 


4.7.1 Sous-espaces vectoriels stables 


| Exercice 13 * 
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E vérifiant uou=vou. 


(a) Montrer que les espaces Ker(u) et Im(u) sont stables par v. 
(b) Montrer que les sous-espaces propres de u sont stables par v. 


(c) Soit f un endomorphisme de E et p un projecteur de Æ. Montrer 


pof = fop += Im(p) et Ker(p) sont stables par f. 


Solution 


E (a) méthode 
F Un sous-espace vectoriel F est stable par un endomorphisme u lorsque, pour 
tout x € F, on vérifie u(x) € F. 


Soit x € Ker(u). On vérifie que v(x) appartient au noyau de u par le calcul qui suit 
à LS 
LE u(u(x)) = (uo v)(z) = (vou)(x) = v(u(x)) = v(0g) = 0g. 
Soit y € Im(u). On écrit y = u(x) avec x € E et l’on vérifie v(y) € Im(u) par le calcul 
= v(: = x) = (u o v)(x) = u(v(x)) € Im(u). 
v(y) = v(u(z)) = (vou)(æ) = (u 0 v)( (u(x)) 


EE 
Ainsi, Ker(u) et Im(u) sont stables par v. 


(b) Soit À une valeur propre de u. Étudions la stabilité par v de l’espace propre Fy (u). 
Soit x € Ex (u). On a u(x) = àz et donc, par commutation de u et v, 


u(v(x)) = (u o v)(z) = (vou)(x) = v(u(x)) = v(àz) = Av(z). 
Ainsi, v(x) appartient ! à E(u) et l'on peut affirmer que E) (u) est stable? par v. 
(c) L'implication directe est résolue par la première question. Étudions sa réciproque. 
méthode 


On vérifie que les endomorphismes po f et f o p sont égaux sur deux espaces 


supplémentaires Ÿ. 


1. Sans savoir si u(x) # Or, on n’affirme pas que v(x) est vecteur propre de u. 
2. Aussi, u — Xdg et v commutent donc Ker(u — Ald&) est stable par v | 
3. En dimension finie, une résolution matricielle est aussi possible en étudiant la commutation avec 


une matrice (17 9) figurant p dans un base adaptée, r = rg(p). 
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On sait E = Ker(p) @ Im(p) car p est un projecteur. Vérifions que les applications 
linéaires po f et f o p sont égales sur chacun des espaces de cette écriture. 

Soit x € Ker(p). 

D’une part, p(z) = 0g et donc f(p(x)) = (0g) = 0g. 

D'autre part, f(x) € Ker(p) car l’espace Ker(p) est stable par f et donc p(f(x)) = 0x. 
Ainsi, les applications po f et f o p sont égales sur Ker(p). 

Soit x € Im(p). On sait p(z) = x car les vecteurs de l’image d’une projection sont 
invariants ! par celle-ci. Aussi, on a f(x) élément de Im(p) car l’espace Im(p) est stable 
par f et donc p(f(x)) = f(x} F(p(x)). Ainsi, les applications po f et f o p sont aussi 
égales sur Im(p). 

Finalement, les applications linéaires po f et f o p sont égales car égales sur deux 
espaces supplémentaires. 


Exercice 14 ** 


Déterminer les sous-espaces vectoriels stables pour l’endomorphisme D de dérivation 
dans K[X]. 


Solution 

Ii est immédiat de vérifier que les espaces K[X], {0} et K,[X] (avec n € N) sont stables 
par l’endomorphisme de dérivation D. Établissons qu’il n’en existe pas d’autres. Soit F 
un sous-espace vectoriel stable par D non réduit à l’espace nul. 


méthode 
Si P est un polynôme de degré n, (P, POD, i aP) est une famille de 
polynômes étagée en degré. 


Soit P un polynôme de F et n son degré. L’espace F étant stable par D, les polynômes 
P' = D(P), P" = D?(P), ..., P™ = D”(P) 


appartiennent tous à F'. Or la famille (P), PPD s P) est une famille de polynômes 
de degrés étagés? et donc une base de K„[X]. Tout polynôme de K,[X] peut donc 
s'écrire comme une combinaison linéaire de polynômes qui appartiennent à l'espace F et 
donc K,[X] C F. Résumons : K,[X] est inclus dans F dès qu’il existe un polynôme de 
degré n appartenant à F. On peut alors conclure en distinguant deux cas : 

Cas : Les polynômes de F' sont de degrés majorés. On peut introduire un polynôme 
dans F de degré maximal N et alors F = Ky[X] par double inclusion. 

Cas : Les polynômes de F ne sont pas de degrés majorés. Il existe des entiers n € N 
âtbitrairement grands tels que K,[X] C F et donc F = K[X]. 


l. Im(p) = Ker(p — Idg) est le sous-espace propre associé à la valeur propre 1. 

2. On dit qu’une famille (P6,..., Pa) de polynômes de K[X] est une famille de polynômes de degrés 
étagés si deg(P;) = k pour tout indice k. Une telle famille est une base de Kn [X] voir le sujet 24 du 
chapitre 7 de l'ouvrage Exercices d'algèbre et de probabilités MPSI. 
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Exercice 15 ** 

Soit u endomorphisme d'un K-espace vectoriel Æ de dimension finie n > 2. On 

suppose que FE et {0p} sont les seuls ! sous-espaces vectoriels stables par u. | 
(a) L’endomorphisme u possède-t-il des valeurs propres ? | 

Soit x un vecteur non nul de E. 


(b) Montrer que la famille ey = (x, ADE E) est une base de E. 
(c) On note ao, &1....,an-1 les coordonnées de u”? (æ) dans la base eg. Établir 


ne = de nt a 


(d) Exprimer la matrice de u dans la base ex . 


Solution 


(a) méthode 
Les vecteurs propres sont les vecteurs engendrant une droite vectorielle stable 
(Th. 3 p. 121). 


Par l'absurde, si l’endomorphisme u possède un vecteur propre x, la droite vecto- 
rielle D = Vect(x) est stable par u. Ceci contredit l’hypothèse de travail car D est un 
sous-espace vectoriel non nul distinct de E. On en déduit que u ne possède ni vecteurs 
propres ni valeurs propres. 


(b) méthode 
On introduit le plus grand entier tel que la famille (x,u(x),...,u?-1(x)) est 
libre. 


Puisque le vecteur x est supposé non nul, la famille (x) est libre. L'ensemble 


A= {me N* | (x, u(z£),... u (x)) est libre} 


est donc une partie non. vide de N. Au surplus, la partie A est majorće car en dimen- 
sion n une famille libre ne peut comporter plus de n éléments. La partie A possède donc 
un plus grand élément, autrement dit, il existe un plus grand entier p > 1 tel que la 
famille (x,u(x),...,uPl(x)) est libre. 


Par définition de l'entier p, la famille (x,u(x),... ,uP—1(x),u?(x)) est liée. Il existe 
donc des scalaires À0,..., Ap non tous nuls permettant d'écrire 
oz + Aux) ++ Xp? (1) + À UP (£) = Op. (+) 


Si À, est nul, l'équation (+) se simplifie en 


=] 
ot + Aule) ++ auf (£) = 0 
1. En dimension finie, un endomorphisme d’un espace complexe admet au moins une valeur propre et 
donc une droite vectorielle stable, un endomorphisme d’un espace réel admet quant à lui au moins une 
droite ou un plan vectoriel stable (voir sujet 33 p. 232). Pour n > 3, l'hypothèse de ce sujet pourra être 
rencontrée si K = Q. 
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ce qui entraîne Ào = +++ = À,_1 = 0 par la liberté de la famille (æ,u(x),...,uP-1(x)). 
C’est absurde car les scalaires A% ne sont pas tous nuls. On en déduit X, Æ 0 et l'égalité (x) 
donne 

1 

uP(æ) = = (oz + Aiu(x) +... + À ru? t(x)) € Vect(x, u(x), .., u? (x)). 

P 
Le sous-espace vectoriel! F = Vect(r,u(x),...,uP-l(x)) est alors stable par u car 
l'image par u d'une combinaison linéaire des vecteurs x,u(x),...,u?-1(x) est une com- 
binaison linéaire des vecteurs u(x),u?(x),...,uP(x) donc une combinaison linéaire des 
vecteurs æ,u(x),...,uP l(x). L'espace F n'étant pas nul, il est égal à l’espace E et la 
famille (x,u(x),...,u?-l(x)) est donc une base de Æ. En substance, p = n. 


(e) La question présente une difficulté : les coordonnées ao, a&1,...,an-1 dépendent a 
priori du choix du vecteur x! 


méthode 


On montre que les applications linéaires 


l et u” 


v = aoldg + aru +- + anu” 
sont égales sur les vecteurs d'une base. 


Par définition des scalaires a;, les applications v et u” sont égales sur le vecteur x. De 
plus, elles commutent ? toutes deux avec u et donc, pour tout k € [0;n — 1], 


v(u*(x)) = u" (v(x)) =u" (u”(x)) =u" (u (£)). 


Les applications linéaires v et u” sont donc égales en tout point car égales en chaque 
vecteur de la base ez. 


(d) La matrice de u dans la base ez = (x,u(x),...,u"-t(x)) est la matrice figurant 
les coordonnées dans es de la famille de vecteurs (u(x),u?(x),... ,u"(x)) ce qui donne? 


0 0 ao 
1 

Mat... (u) = "i (0) j 
(0) 1 A 


Notons que l'expression de cette matrice ne dépend pas du choix du vecteur z non nul. 


1. Le sous-espace vectoriel F se nomme l’espace cyclique engendré par x : il correspond à l’ensemble 
des valeurs prises par les polynômes en u sur le vecteur x. 

2. Dans le prochain chapitre, on dira que v et u” sont des polynômes en u. 

3. La matrice formée est une matrice compagnon (Voir sujet 32 p. 166). 
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Exercice 16 ** 
On munit l’espace M, 1(R) du produit scalaire canonique défini par (X, Y) = XY 
pour toutes colonnes X et Y. 


(a) Montrer qu’un sous-espace vectoriel F de M, (R) est stable par À si, et seule- 
ment si, F+ est stable par ‘A. 


(b) Déterminer les sous-espaces vectoriels stables par l’endomorphisme u de RÌ 
figuré dans la base canonique par la matrice 


Solution 


(a) méthode 
En identifiant matrice carrée et endomorphisme canoniquement associé, affir- 
mer qu'un sous-espace vectoriel F de M, :1(K) est stable par A € M, (K) 
signifie AX € F pour tout X € F. 


Raisonnons par double implication. 


( = ) Supposons le sous-espace vectoriel F stable par A. Pour tout X de F et tout Y 
de FŁ, ona 
{X,'AY) = tX {AY = '(AX)Y = (AX, Y) =0 
car AX est élément de F tandis que Y appartient à F+. Ainsi, AY est élément de F4 
et cet espace est donc stable par ‘A. 


( = ) Supposons le sous-espace vectoriel F+ stable par ‘4. L'implication ci-dessus 
donne directement F = (F+)+ stable par A = 4 ‘A) 


(b) méthode 
On étudie les sous-espaces vectoriels stables en discutant ! selon leur dimen- 
sion. 


Soit F un sous-espace vectoriel stable par u. 

Si dim F = 0 ou 3, l’espace Fest {0} ou R? que l’on sait être tous deux stables par u. 

Si dim F = 1, Fest une droite vectorielle et l’on sait que les droites vectorielles stables 
par un endomorphisme sont celles engendrées par les vecteurs propres. On est donc 
conduit à déterminer les vecteurs propres de u. 

Enfin, si dim F = 2, F est un plan et l'étude qui précède assure qu’un plan vecto- 
riel P est stable par u si, et seulement si, sa droite normale D = P+ (pour le produit 
scalaire canonique de R?) est stable par l'endomorphisme u’ canoniquement associé à la 
matrice *A. Il s’agit alors de déterminer les vecteurs propres de w’. 


1. L’endomorphisme u étant diagonalisable, on verra dans le sujet 8 p. 207 que les sous-espaces 
vectoriels stables par u sont ceux admettant une base de vecteurs propres. 
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Reste à déterminer les éléments propres mentionnés. Après quelques calculs, on obtient 
que le polynôme caractéristique de la matrice À est 


re Ponte 


Les valeurs propres de À sont donc 1,—1 et —2. Sans calculs, on peut affirmer que les 
valeurs propres de *A sont identiques car Y4 = 4. Il suffit ensuite de déterminer les 
gous-espaces propres associés à chaque valeur propre. Après résolutions, 


1 2 1 
F(A) = Vect | 1}, E_1(4) = Vect | 1 E_2(A) = Vect | 1}, 

1 0 0 

0 1 1 
E (A) = Vect [0], E-—ı(A) = Vect | -1 |, E-2(*A) = Vect | —2 

1 0 1 


Les droites vectorielles stables par u sont alors 
Vect(1,1,1), Vect(2,1,0) et  Vect(1,1,0). 


Les plans vectoriels stables par u sont déterminés par un vecteur normal vecteur propre 
de w’, ils ont pour équation ! 


z=0, zr—-y=0 et r—-2y+2—=0. 


Exercice 17 ** 

Soit u un endomorphisme nilpotent d'un espace vectoriel Æ non réduit au vecteur 
nul et S un sous-espace vectoriel de E stable par u et tel que E = S + Im(u). 
Montrer S = E. | 


Solution 


méthode 
| On vérifie E = S + Im(u*) par récurrence sur k € N*. 


La propriété est vraie par hypothèse pour k = 1. 

Supposons la propriété vraie au rang k > 1. On a immédiatement $ + Im (ut) CE. 
Inversement, soit x € E. Par hypothèse de récurrence, on peut écrire x = s + u*(a) 
avec s € § et a € E. Or, par hypothèse, on peut aussi écrire a = 3’ + u(b) avec se S 
et be E. On en déduit 

z= s + ut (s) +u”! (b) € S + Im (utt!) 
— m 
Es 
car le sous-espace vectoriel § est stable par u. Ainsi, E C S + Im(u**+t) puis on peut 
affirmer légalité par double inclusion. 
La récurrence est établie. 
En appliquant cette propriété avec k l'indice de nilpotence de u, on conclut E = S. 


1. Pour le produit scalaire canonique, un vecteur normal (a, b, c) # (0,0,0) détermine dans R3 le plan 
d’équation az + by + ez = 0. 
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4.7.2 Éléments propres d’un endomorphisme 


Exercice 18 * | 
Soit u un endomorphisme de rang 1 d’un espace vectoriel réel Æ. Montrer qu’il existe 
un réel À valeur propre de u tel que u? = Au. 


Solution 


méthode 
| La droite Im(u) est stable par u. 

L’endomorphisme u étant de rang 1 son image est une droite vectorielle. De plus, celle- 
ci est stable par u et donc engendrée par un vecteur propre (Th. 3 p. 121). Notons À la 
valeur propre! associée. On a Im(u) C Ker(u — Adg) donc (u — Aldx) o u = 0. On peut 
alors conclure u? = Au. 


Exercice 19 * 
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie non 
nulle. Montrer que si À est valeur propre de uov , À est aussi valeur propre de vou. 


Solution 
Soit À une valeur propre de u o v et x un vecteur propre associé. Le vecteur x est non 
nul et satisfait l'égalité (u o u)(x) = àx. En appliquant v à cette relation, il vient 


(vou)(u(x)) = v((uov)(x)) = v(Ax) = Au(x). 


méthode 
|| I faut vérifier v(x) Æ 0x pour affirmer que v(x) est vecteur propre de v o u. 


Si À Z 0, l'égalité initiale u(v(x)) = Ax avec À # 0 et x # Or entraîne v(x) # 0g. On 
peut alors affirmer que v(x) est vecteur propre de v o u associé à la valeur propre À. 
Si À = 0, on ne peut pas conclure aussi directement 2: 


méthode 
0 est valeur propre d’un endomorphisme d'un espace de dimension finie si, et 
seulement si, celui-ci n’est pas bijectif. 


Si 0 est valeur propre de u o v, on a det{u o v) = 0 et donc det(wo u) = 0 car 
det(v o u) = det(v) x det(u) = det(u o v). 


On en déduit que 0 est aussi valeur propre de v o u. 
Finalement, u et v jouant des rôles symétriques, on peut conclure que les endomor- 
phismes u ov et v o u ont exactement les mêmes 3 valeurs propres. 


1. On verra dans le sujet 41 p. 175 que celle-ci correspond à la trace de u lorsque l’espace est de 
dimension finie. 

2. Le résultat est même faux en dimension infinie. Si D désigne l'opérateur de dérivation sur R[X] et 
si I est l'opérateur déterminant le polynôme primitif s’annulant en 0, le réel 0 est valeur propre de Lo D 
mais n’est pas valeur propre de D o I. 

3. Ce résultat découle aussi de légalité xap = XBA établie dans le sujet 33 p. 168. 
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| Exercice 20 ** 
Soit A, B € Ma (R) vérifiant AB — BA = A. 
(a) Calculer AËB — BAF pour k € N. 
On considère l’endomorphisme p de M, (R) défini par py(M) = MB — BM. 
(b) À quelle condition la matrice A¥ est-elle vecteur propre de p? 


(c) En déduire que la matrice A est nilpotente. 


Solution 
(a) méthode 
|| On commence par l'étude du cas n = 2 pour anticiper la relation attendue. 


AB — BA? = A( AB) — BA? = A + ABA — BA? = A? + (AB — BA)A = 2A?. 
A+BA 
= =A 


Par récurrence sur k € N, montrons AB — BA® = kAF*. 

Pour k = 0, l'identité est vraie car A? = In. 

Supposons l'égalité vraie au rang k > 0. Pour létablir au rang suivant, on adapte le 
calcul vu ci-dessus 


ASTB — BA"t! = A(AFB) — BAFY = A(k A} + BA*) - BA*H 
= kA"t! + ABA" — BA"+! = kAFt! + (AB — BA)A* 
= (k+ 1)A*. 


La récurrence est établie. 


(b) Soit k € N. L'étude ci-dessus donne p(A*) = kA". La matrice AF est donc vecteur 
propre de w si, et seulement si, 4* £ On. 


(c) méthode 
| En dimension finie, un endomorphisme n’admet qu’un nombre fini de valeurs 
propres. 


Par l'absurde, si la matrice À n’est pas nilpotente, tout entier k € N est valeur propre 
de l’endomorphisme 4. Or celui-ci n’admet qu’un nombre fini de valeurs propres. C’est 
absurde. 


Exercice 21 ** 


Soit À une matrice élément de E = M,(R). On introduit l’endomorphisme u de E 
défini par u(M) = AM pour tout M € E. 


(a) Montrer que À et u ont les mêmes valeurs propres et préciser les sous-espaces 
propres de u en fonction de ceux de A. 


(b) Que dire des éléments propres l’endomorphisme v de E défini par v(M) = MA? 
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Solution 


(a) Soit À € R. Étudions l'équation u(M) = AM d’inconnue M € M, (R). 


méthode 
| On étudie légalité AM = AM colonne par colonne. 


Notons C1,...,Ch les colonnes de la matrice M. Les colonnes de la matrice AM sont 
alors AC5,..., AC, et donc 


AM =)M <= Vjelfi;n], AC; = ÀC;. 


Si À n’est pas valeur propre de la matrice À, seule la colonne X nulle vérifie AX = àX. 


On a alors 
AM = M = M =0O,. 


Le réel À n’est pas valeur propre de u. 

En revanche, si À est une valeur propre de À, il existe des colonnes X non nulles 
vérifiant AX = AX. Une matrice M constituée de telles colonnes est non nulle et véri- 
fie AM = AM : le réel À est valeur propre de u. 

Finalement, les valeurs propres de u sont exactement celles de À. De plus, si À est une 
telle valeur, le sous-espace propre associé à la valeur propre À est constitué des matrices 
dont les colonnes appartiennent | au sous-espace propre de À associé à la valeur propre À. 


(b) Soit À € R. Étudions l’équation v( M) = AM d’inconnue M € M, (IR). Par trans- 
position 


v(M) = ÀM AM = M avc M0, 4> (M £ On. 


On retrouve l’équation aux éléments propres de la question précédente avec la matrice 
transposée de À au lieu de A et l’inconnue {M au lieu de M. On en déduit que les valeurs 
propres de v sont les valeurs propres de *A, donc celles de À, et les vecteurs propres 
associés sont les matrices dont les lignes sont les transposées des colonnes appartenant 
au sous-espace propre de {A pour la même valeur propre. 


Exercice 22 ** 
Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues de [0 ; +co[ vers R. Pour tout f € E, 
on définit une fonction y(f): [0;+co[ — R par 


D(J)(0) = (0) et vif)(x) = f(t) dt pour tout x > 0. 


(a) Montrer que y est un endomorphisme de E. 


(b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de «. 


1. Ces colonnes peuvent être nulles et ne sont donc pas forcément vecteurs propres de À. 


— — B 


4.7 Exercices d'entraînement 


Solution 


(a) Soit f une fonction élément de E. La fonction F: ++ Jo F(t) dt est la primitive 
de la fonction continue f s’annulant en 0. Cette fonction est donc continue sur [0 ; +00] 
et la fonction (f) est continue sur ]0;+o00[{ par produit de fonctions qui le sont. Reste 
à justifier la continuité de (f) en 0. 

méthode 
|| On interprète w(f)(x) comme un taux d’accroissement. 


Pour x > 0, on peut écrire 


Fe) = FO) 


PNE) = EFi) = = 


On en déduit 


PLIE) — F'(0) = #(0) = (F0) 


La fonction (f) est donc continue en 0. Ainsi, l'application p est bien définie de Æ 
vers E. Enfin, la linéarité de ọ est immédiate car, pour À, u € K et f,g € E, on observe 
EUX + ug)(x) = Ap(F)(x) + mp(g)(x) pour tout x > 0 et aussi pour x = 0. 


(b) Soit À € R. Étudions l'équation (f) = Àf d’inconnue f € E. 
Analyse : Supposons f solution de cette équation. On a 


: L f(t) dt = Àf (x) pour tout x > 0. (+) 


méthode 


On souhaite dériver cette relation. Afin de pouvoir justifier que la fonction Í 
est dérivable, on traite le cas À = 0 séparément. 


Cas : À = 0. L’équation (x) se simplifie en 


['roa-0. 


Par dérivation, on obtient f(x) = 0, d'abord pour x > 0, puis aussi pour æ = Q par 
continuité de f. Une fonction solution est nécessairement la fonction nulle : 0 n’est pas 
valeur propre de 4. 


Cas : À £0. 


méthode 
| On exprime une équation différentielle vérifiée par f. 


En divisant les deux membres de (x) par À, on peut exprimer f(x) à l’aide du terme 
intégrale ct affirmer que f est de classe C' sur ]0; +oo[. En multipliant (x) par £ puis en 
dérivant, on obtient 


f(x) = Axf'(æ) + f(x) pour tout x > 0 
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donc 
/ 1— À 
xæf'(x) = af(x) avec a= — 


Ceci conduit à résoudre léquation différentielle zy = ay sur ]0;+o0f[. H s’agit d’une 
équation différentielle linéaire d’ordre 1 et, puisque 


JFa=ame 
x 


sa solution générale est y{x) = Ce%Mt = Cxr® avec C € R. La fonction f est donc de 
cette forme. La fonction f est aussi continue en 0 ce qui conduit à discuter selon le signe 
de «à qui est encore celui de A(1 — À). 
Si À < 0 ou À > 1, on a a < 0 et l’expression Cx“ admet une limite finie en 0 si, et 
seulement si, C = 0. Dans ce cas la fonction f est nulle : un tel À n’est pas valeur propre 
de . 
Si x € ]0; 1}, l'expression Cz® admet une limite finie en 0 qui n’est autre que! C0°. 
; Synthèse : Pour À € ]0; 1], la fonction f donnée par 
4 1- À 


f(x) =Cx* avec CER&a=—— 


N est définie et continue sur |0; +co[. Par un rapide calcul intégral, on vérifie w(f) = Af et 
l’on peut affirmer que la fonction f est non nulle dès que C # 0. 

Finalement, les valeurs propres de 4 sont les éléments de ]0 ; 1] et les vecteurs propres 
associés à À € ]0 ; 1] sont les fonctions suivantes définies sur [0 ; +co| 


[57 8, 


1— À 
z= Cr x avec CER*. 


| Exercice 23 ** 
| Soit n € N. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de l’endomor- 
| phisme? y de Rn|X] défini par 


e(P)=(X?-1)P -nXP. 


Solution 
Soit À € R. Résolvons l'équation y(P) = AP d’inconnue P ER, [X|. 


e(P)=AP = (X? -—1)P' — (nX +))P =0. 
méthode 


On recherche les solutions polynomiales de degrés inférieurs à n à l'équation 


différentielle 
(Ex): (2? — 1)y' — (nz + Ajy = 0. 


1. Rappelons que z® pour un exposant réel œ est défini par légalité x% = e*"# pour tout x > 0. On 
prolonge la fonction de x correspondante en 0 lorsque aœ > 0 en posant 0% = 0 pour a > 0 et O0 = 1. 

2. On observe aisément que ọ est un endomorphisme de Rn[X] car cette application est linéaire 
et l’on vérifie que ọ transforme un polynôme de degré inférieur à n en un autre après une éventuelle 
simplification des termes X7%H1, 
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Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d'ordre 1 que l’on sait résoudre sur chacun 
des intervalles ]—o0 ; —1[, ]—1 ;1[ et ]1;+oof pour lesquels le facteur de y’ ne s’annule pas. 
À l’aide d’une décomposition en éléments simples, on a 


À 1 À = a sn 
pu da = „2 >) az= (le -11 je 41°) 


x? —1 2 1 xæ+1 


La solution générale de l'équation (Æ;) sur chacun des intervalles précédents s’exprime 
nA n-A 
y(z)=C]|z-1| ? jz+1| 7 avec CER. 


Cette résolution invite à introduire, pour chaque À = n — 2k avec k € [0;n], le 

polynôme 
Py = (X -1) (XX +1) ER, [X]. 

On vérifie par le calcul l'identité p(P\) = ÀP; avec P) Æ 0 ce qui assure que À est valeur 
propre de y et Py est vecteur propre associé. On détermine ainsi n + 1 valeurs propres 
distinctes pour l’endomorphisme 4. Or l’espace R,,[X] est de dimension n + 1, il ne peut 
donc y avoir d’autres valeurs propres et celles-ci sont toutes simples (Th. 12 p. 124). De 
plus, chaque sous-espace propre de p est de dimension 1. 

Finalement, les valeurs propres de ọ sont les n — 2k avec k € [0;n] et le sous-espace 
propre associé à la valeur n — 2k est la droite 


Enako) = Vect((X — 1) A(X + 1)"+*). 


Exercice 24 ** 
Soit u,v deux endomorphismes d’un espace vectoriel complexe de dimension finie 
non nulle. 


(a) On suppose u o v = v o u. Montrer que u et v ont un vecteur propre en commun. 


(b) On suppose u o v = 0. Montrer que u et v ont un vecteur propre en commun. 


Solution 


(a) méthode 
Tout endomorphisme d'un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle +4 
admet au moins une valeur propre (Th. 11 p. 124). 


Soit À une valeur propre de u. L'espace E\{u) n'est pas réduit au vecteur nul et tout 
vecteur non nul de celui-ci est vecteur propre de l'endomorphisme u. De plus, cet espace 
propre est stable Ž par v car u et v commutent. L’endomorphisme induit par v sur l’espace 
complexe E\{u) de dimension finie non nulle admet donc une valeur propre. Le vecteur 
propre associé est alors un vecteur propre commun à u et v. 


3. On peut aussi résoudre cette équation par l'unicité de la décomposition en éléments simples de 
P'/P qui s'exprime comme une somme de termes a&/(X — x) avec x € C racine de P et a € N* sa 
multiplicité. 

4. En dimension infinie, un endomorphisme d’un espace complexe peut ne pas admettre de valeur 
Propre comme l’endomorphisme # du sujet 1 p. 129. 

5. Voir sujet 13 p. 146. 
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(b) méthode 
| L'espace Im{v) est stable ! par v. 


On a uov = 0 et donc Im(v) C Ker(u). Par conséquent, tout vecteur non nul de Im(v) 
est vecteur propre de u associé à la valeur propre 0. 

Si v n’est pas l’endomorphisme nul, l’espace complexe Im(v) est de dimension finie non 
nulle et l’endomorphisme induit par v sur celui-ci admet au moins un vecteur propre qui 
est alors vecteur propre commun à u et v. 

Si v est l’endomorphisme nul, n'importe quel vecteur propre de u (et il en existe) est 
vecteur propre commun à u et v. 


4.7.3 Éléments propres d'une matrice 


Exercice 25 * 
Soit n > 2. 
(a) Déterminer les valeurs propres de la matrice de M, (C) suivante 


a (b) 
if = + avec (a,b)e C x C*. 


@) à 


(b) Cette matrice est-elle diagonalisable ? 


Solution 
(a) méthode 
|| On calcule le polynôme caractéristique de M. 
Soit À € C. Par l’opération C1 + Ci + C2 +: + Cn 
| Mine) 26 x 
ou (—b) À—(a+(n—-1)b) À-—-a (—b) 


(—b) à—a [n] à— (a ne — 1)b) (=b) | à—a [n] 


On retranche ensuite la première ligne à chacune des suivantes afin d'obtenir un déter- 
minant triangulaire 


ÀA— (a+(n—1)b) —b —b 
0 À—a+b 
0 (0) À—-a+b 


= (à- (a+ (n= 1))) A (a). 


1. Un raisonnement analogue à celui proposé est possible en observant Ker(u) stable par v. 
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Les valeurs propres de M sont done a + (n — 1)b et a — b de multiplicités respectives 1 
et n — 1 > 1 (ces valeurs propres sont distinctes car b Æ 0). 


(b) méthode 
| On étudie les dimensions des sous-espaces propres de M par un calcul de rang. 


La valeur propre a + (n — 1)b est simple, le sous-espace propre associé est donc de 
dimension 1. 
Par la formule du rang, la dimension du sous-espace propre associé à la valeur a — b 
est 
b -.. DÀ 
dim Ker(M — (a — b)n) =n rg(M —(a—b)1,) =n -rg |: = n=l 
b -.. bj 


La somme des dimensions des sous-espaces propres est égale à n, la matrice M est 
donc diagonalisable (Th. 19 p. 127). 


Exercice 26 * 


Soit n > 3. Déterminer les valeurs propres de la matrice de M,(R) suivante 


fi} Mara 5 


1 (0) 


Solution 


méthode 
Il est quelquefois plus commode de calculer les valeurs propres d’une matrice 
carrée en étudiant l'équation AX = AX qu’en calculant son polynôme carac- 
téristique 1. 


Notons À la matrice étudiée et considérons X une colonne de hauteur n et de coeffi- 
cients z1,...,2,. L’équation AX = AX équivaut au système 


Ti ++ En = À 
Ti = (À — 1)z2 


T1 + Ta +- + Tn = ÀT 
zı tro = Àg 
. soit encore 


zı + En = En æ = (À — 1)zn. 


1. Le calcul du polynôme caractéristique xn est néanmoins possible : en développant le déterminant 
selon la dernière ligne, on obtient xn (A) = (A— 1)xn—1 (A) — (A —1)”—2. Le calcul des premiers termes de 
cette suite permet de conjecturer Xn (A) = (A— 1)” — (n — 1)(à— 1)”7? ce que l’on vérifie par récurrence. 
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Cas : À = 1. On obtient une solution non nulle en vérifiant les conditions ! 


æ =0 et xo+::+zn = 0. 


Il suffit par exemple de prendre £2 = 1, z3 = —1 et les autres valeurs nulles. 
Cas : À Æ 1. Le système équivaut au suivant : 


{n — 1)æ = (À — 1s 


Pour z, = 0, la solution de ce système est nulle. Pour zı Æ 0, on forme une solution 
non nulle au système à condition que (À — 1)? =n — 1. 
Finalement, la matrice admet trois valeurs propres 


1, 1+wyn-1 et l-vn-l. 


On peut aussi retrouver ce résultat en commençant par observer que rg(A—T,) = 2 ce 
qui assure que 1 est valeur propre de multiplicité au moins n — 2. Les deux autres valeurs 
propres (a priori complexes) œ et 8 se déduisent de la résolution des équations 


R tr(A) ={n—2)x1+a+8 et tr(4?) = (n — 2) x 17+ +8. 
N nn - 
Exercice 27 ** 


Soit n € N* et Xn le polynôme caractéristique de 


02a (0) 


REN 
O 
(a) Pour 0 € ]0; r{, calculer un = Xn (2 cos 0). 
(b) Déterminer les valeurs propres de An. La matrice A, est-elle diagonalisable ? 


(c) Déterminer les sous-espaces propres de Án. 


Solution 
(a) Le déterminant définissant Un = xA(2 cos 6) est un déterminant tridiagonal. 


méthode 
On forme une relation de récurrence linéaire double vérifiée par les éléments 


de la suite (un). 


1. L'espace propre associé à la valeur propre 0 est l'intersection de deux hyperplans distincts, c’est 


un espace de dimension n — 2 > 1. 
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Pour n > 3, on développe selon la première ligne 


2cosð —1 P a 
cos (0) | 0 2cos@ —-1 (0) | 
Un = 2cos(8) | =r k B j = k | 
m S 2 | 
À í | w i 
LO i 2008. 0 (0) —1 2cos0 
—— [r—1] 


On développe ensuite le second déterminant selon sa première colonne et l’on obtient 
Un = 2C0S(0)Un_1 — Un_2. 
La suite (u,),>1 est une suite récurrente linéaire d'ordre 2 d'équation caractéristique 
r? — 2 cos(8}r +1 = 0 


de discriminant À = —4sin? 8 < 0 et de racines distinctes ei” et ef. Il existe donc deux 
réels À et u tels que, pour tout n > 1, 


Un = À cos(nô) + y sin(n6). 


Sachant u1 = 2cos8 et uz = 4cos? 8 — 1, on détermine les valeurs! de À et y et l’on 
propose une expression simplifiée de un : 
cos __ sin((n +1)6) 


=], = 
ET) t tn 


sin 0 
(b) Pour 8 € ]0; x|, 


Xn(2cos0) =0 <= sin((n + 1)0) =0 
<> (n+1)8=0 fr]. 
kr 


Pour k € [1; n], les angles 4, = ais sont distincts dans ]0; m[. Par stricte décroissance 


de la fonction cosinus sur [0 ; 7], les réels 


Ak = 2oos( 25) 
n +1 


sont des racines distinctes du polynôme caractéristique Xn : ce sont des valeurs propres 
de An. Cependant, la matrice An est de taille n, elle admet donc au plus n valeurs propres. 
Les valeurs \,..., An précédentes sont donc exactement les valeurs propres de An. Au 
surplus, cette matrice est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1 
(Th. 18 p. 126). 


1. La relation de récurrence vérifiée par (un) est compatible avec la valeur uo = 1 : il est plus facile 
de calculer À et y à partir de uo et u1 qu'à partir de w1 et uz. 


178, 
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= 


(c) Étudions le sous-espace propre de À, associé à la valeur propre Ag = 2cos(0;) 
pour k € [l:nf. Soit X € Ma 1(R) une colonne de coefficients x1,...,%%. 


za = 2 cos(6z)x1 
AnX = XX 4 4 tjr try = 2cos(fk)r; pour jE [2;n —1]. 
Tn_1 = 2 cos(ĝk)£n 


méthode 
| On homogénéise le système en introduisant zo et Zn+1 égaux à 0. 


An X =k X = 2o=tnu=0 et Vie lin], zj-1 +zj+1 = 2cos(0,)x;. 


La suite finie (xj)o<j<n+1 est alors une suite récurrente linéaire double d’équation ca- 
ractéristique 

r? — 2 cos(63,)r +1 = 0. 
Les racines de cette équation sont e°» et e™1®>, Il existe donc deux réels « et £ tels que, 
pour tout j € [0;n +1], 


f PA jkr , [ jkn 
zj = @cos(j604) + Bsin(j0x) = a cos F -+ sin TI 


n 


Les conditions £o = £n+1 = 0 correspondent à a = 0 et, finalement, 


jk . 
z= Bsia( AT) pour tout j € [t;n]. 


Le sous-espace propre de An associé à la valeur propre Àx est donc 


sin( 25) 
. { jkr 
En, (An) = Vect | sin = Vect 
n+1 . 
1<i<n 


n+l 
Exercice 28 *** 
Soit À = (a:;,j) € Mn (R) une matrice ! à coefficients strictement positifs vérifiant 


sin(2Ër), 


n 
| Ja;=1 pour tout i€ [t;n]. 
| ji 


(a) Montrer que 1 est valeur propre de À et que toute autre valeur propre complexe À 
vérifie [A] < 1. 
(b) Établir que si À € C est une valeur propre de A vérifiant |A] = 1 alors À = 1. 


| (c) Montrer que l’espace propre associé à la valeur propre 1 est une droite. 


1. La matrice À est stochastique, voir sujet 23 p. 92. 
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| 


Solution 


(a) Considérons le vecteur colonne J = {(1 1). On vérifie AJ = J avec J £ 0 
et donc 1 est valeur propre de À et J est vecteur propre associé. 


Soit À une valeur propre de À et X = t(x Za) un vecteur propre associé. 
L'égalité matricielle AX = AX donne, pour tout i € [1:n], 


n 
> tigtj = Ati. (+) 
j=1 


méthode 
| On considère l'indice pour lequel |r;| est maximal. 


Soit 4 l’indice vérifiant 
ri, = max fr. 
1<i<n 


On a |r:,| 0 car X n’est pas la colonne nulle et l'équation (+) pour i = 49 donne 


n n m 
Al lza = |X aise] < Das lel < Y i,j ltil = len (+x) 
j=1 ST j=l 
> 


car la somme des coefficients de la ligne d'indice iọ de A est égale à 1. En simplifiant 
par |21| qui est strictement positif, on conclut || < 1. 


(b) On reprend les notations précédentes avec de plus A] = 1. Il y a donc égalité dans 
l'inégalité (++) 
méthode 


Il y a égalité! dans l'inégalité triangulaire complexe 


| 
| fente + an] < les ++ Jan] 


si, et seulement si, les points d’affixes 21,...,2, figurent sur une même droite 
issue de l’origine. Cela signifie l’existence d’un réel 8 tel que z; = |z;| el? pour 
tout j € [ln]. 
L'égalité dans la première inégalité de (xx) donne l'existence d’un réel 0 tel que 
io T5 = lai ggl? pour tout j € [1:n]. 
Ve, mme” 
Qig,jlæzl| 


L'égalité dans la deuxième inégalité de (xx) entraîne 


io, [Ej] = ioj [Zio] Pour tout j € [t;n]. 


1. Voir sujet 32 du chapitre 3 de l’ouvrage Exercices d'analyse MPSI dans la même collection. 


so 
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Par hypothèse, le réel a;,,; est non nul pour tout indice j € [1;n] et donc 
Tj = (rite pour tout j € [lin]. 


Les r1,...,2n sont donc tous égaux et la colonne X est colinéaire à la colonne J vecteur 
propre associé à la valeur propre 1. On conclut À = 1. 


(c) L'étude qui précède a montré qu’un vecteur propre associé à une valeur propre À 


vérifiant |A| = 1 est colinéaire à J. Les vecteurs propres associés à la valeur propre 1 sont 
donc tous éléments de Vect(J) et l'espace propre correspondant est de dimension 1. 


4.7.4 Polynôme caractéristique 


| Exercice 29 * 
Soit A € MA(R) vérifiant det(A) < 0. Établir que À possède au moins une valeur 
propre réelle. 


Solution 


méthode 
| Les valeurs propres de A sont les racines de xa (Th. 9 p. 123). 


Le polynôme caractéristique de À est unitaire de degré n et son coefficient constant 
est (—1)” det(A) : 


xa = X" — tr(A)XT ++ (—1)" det(A). 
Lorsque det(A) < 0, on a 


(—1)"xa(0) = det(A) <0 et im (-1)"x40) = +00. 


La fonction t + y4(t) est continue sur l'intervalle }—co ; 0] et l’on peut appliquer le théo- 
rème des valeurs intermédiaires pour affirmer l'existence d’une racine au polynôme xA. 
Ainsil, la matrice A possède une valeur propre dans ]—-ce ; 0l. 


Exercice 30 * 
Deux matrices de Mn(K) ayant même polynôme caractéristique et même rang sont- 
elles nécessairement semblables ? 


1. On peut aussi raisonner ainsi : le déterminant d'une matrice est le produit de ses valeurs propres 
complexes comptées avec multiplicité, si la matrice est réelle, les valeurs propres complexes sont deux à 
deux conjuguées et, en absence de valeurs propres réelles, le déterminant de À est positif car uniquement 
produit de facteurs AA. 
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Solution 
méthode 


Il suffit que deux matrices triangulaires aient la même diagonale pour posséder 
le même polynôme caractéristique. 


Pour n > 2, considérons les matrices A = TI, et B = In + Ei; (avec i # j dans [1;n]). 
Elles ont toutes deux (X — 1)” pour polynôme caractéristique et sont inversibles donc 
de rang n. Cependant, elles ne sont pas semblables car une matrice semblable à I 
s'écrit PI, P avec P inversible et est donc nécessairement égale à In. i 
| Pour n = 1, l'égalité du polynôme caractéristique entraîne légalité des matrices. 


i Exercice 31 ** | 
| Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E de dimension n > 2. 


(a) Exprimer le polynôme caractéristique de u en fonction de tr(u) lorsque 
re(u) = 1. 
(b) Même question en utilisant aussi tr(u?) lorsque rg{u) = 2. 


Solution 

(a) méthode 
Lorsqu'il n’est pas réduit au vecteur nul, le noyau d’un endomorphisme est le 
sous-espace propre associé à la valeur propre 0. 


Par la formule du rang, dim Ker(u) = n—rg(u) = n—1 > 1 et 0 est donc valeur propre 
de u. De plus, le sous-espace propre associé est de dimension n — 1 et la multiplicité de la 
valeur propre 0 est donc au moins égale à n — 1 (Th. 14 p. 125). Ceci signifie que X°7-1 
divise le polynôme caractéristique de u. Or on sait aussi 

Xu = X” — tr(u) X"! +... + (1) det(u) 
et donc 
Xu = X” — tr(u) X”, 


En substance, soulignons que tr(u) est valeur propre 1 de u. 


(b) méthode 
| On figure Pendomorphisme u dans une base adaptée à son noyau. 


Par la formule du rang, dim Ker(u) = n — 2. Considérons alors une base de E dont 
| les n — 2 derniers vecteurs constituent une base du noyau de u. Les dernières colonnes de 
la matrice de u dans cette base sont nulles et celle-ci s'écrit 


a b 0 :.. 0 
€ d DO -> 0 
M=|x+x + : ; avec a,b,c,d ER. 


1. Voir aussi le sujet 41 p. 175. 
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Pour à ER, 
A-a —b 0 0| 
—c à-d 0 0 
wA) = | * * À (D) =X -— (a+ d)à+ad-— be). 


=tr(u) 


En calculant M? à l'aide d’un produit par blocs, on a aussi tr (u?) = a? + 2bc + & et 
donc 


ad— be = > ((a + d)? — (a? + 2bc + d)) 


({tr(u)) 2 tr (a) 


NIe Nie 


On peut alors conclure ! 


Xu = X2 (x — tr(u)X + CO) = tu) 


Exercice 32 ** (Matrice compagnon) 
Soit P = X” +an Xl +... Lo X + ag polynôme de K[X] et 


RON" 
| ne a RER. 
es: 
(0) 1 —An—1 


| Exprimer le polynôme caractéristique de À en fonction de P. 


Solution 
Soit À € K. Calculons x 4(À) = det(Al, — A). 


méthode 
| On peut commencer par étudier le cas n = 4. 


On suppose n = 4 et l’on calcule le déterminant en faisant apparaître des zéros au 


1. Plus généralement, si À1,...,Àn sont les valeurs propres complexes comptées avec multiplicité 
d’une matrice figurant u, le coefficient de X”? dans xx est la somme des doubles produits XÀ;. Celle- 
ci se déduit de la somme des À; et de celle des x données respectivement par la trace de u et de u?. On 
trouve alors que, sans hypothèse sur le rang, le coefficient de X7—2 dans Xu est 3 (Gr u)? — tr(u?)). 
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début de la première ligne 


À 

1 

XA(X) = 0 
0 

0 

: =] 

Li Lila 0 

0 

0 

—1 


Liht La 0 


0 
=l 


Tainta 0 
0 


0 0 Qo 
À 0 ai 
—1 À a2 


0 —1 À+a3 


AÀ 0 ao+aÀl 
À 0 a 

—1 À a2 | 
0 ‘= Xtus 


0 A8 ag +a1À+ a? 


À 0 a 

—] À a2 

0 —1 À + 43 | 
0 O0 P) 

À 0 a1 

—] À a2 

0 —1 À + 83 


On développe ensuite le déterminant selon la première ligne pour terminer le calcul 


—1 à 0 


xal) = (1P; 0 1 À |= P(A). 


0 0 -1 


De façon générale, on calcule le polynôme caractéristique en taille n en commençant 
par réaliser l'opération! Li + Li + ALo +... + AIT, 


| lo --- 0 P(X) 
D 0O “jpa @ a 
|—1 n ; 

xaÜ) = =] | a 

PA, À Gn—2 
0 6 Fa À An—2 
(0) 1 da (0) -1 À+ani 


On développe ensuite selon la première ligne 


-1 À 


xal) = (DF PQ) 


(0) 


im 1] 


Finalement, le polynôme caractéristique? de A est égal à P. 


1. On peut aussi développer selon la dernière colonne en étant très attentif aux mineurs introduits. 


2. On retient que tout polynôme unitaire 
d’une matrice carrée de taille n bien choisie. 


de degré n peut se voir comme le polynôme caractéristique 


J y 
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Exercice 33 ** 
Soit A et B deux matrices de M,(K) et À € K. En multipliant à droite et à gauche 


la matrice Se 
M = ( n D € Man(K) 


par des matrices triangulaires par blocs convenables, établir ! Y 48 = XBA- 


Solution 


méthode 
On multiplie M par une matrice triangulaire par blocs afin d'obtenir un pro- 
duit lui aussi triangulaire par blocs. 


AMn AN la CON AL-AB À 
B NB hN © h 
mo Gin A) Al A 

-B Anh) \ B In) (On An- BAJ’ 


Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants 
des blocs diagonaux et donc 


D'une part, 


D'autre part, 


det(M) x1=yag(À) et À”det(M) = \"Ypa(À). 


On en déduit A” xas (à) = à” xBa(àÀ) puis l'égalité des polynômes? xan et XBA. 


4.7.5 Matrices diagonalisables 


Exercice 34 * 
Soit a,b,c € R. La matrice suivante est-elle diagonalisable dans M3(R) ? 


0 -b c 
M= a 0 e 


1. On trouvera une autre démonstration de cette égalité dans le sujet 30 du chapitre 5 de l’ouvrage 
Exercices d'analyse MP. 
2. Pour A € Mn,p(K) et B E Mp,n(K), on montre par le même procédé XPYx 48 = X"xBA. 


— ë 6° 
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Solution 
On calcule le polynôme caractéristique de M en À € R. Par développement du déter- 
minant selon sa première ligne 


A b —e À c —a c —a À 
ym(à)=|-a à cœ =] i NE al € p| =A? Aab + be + ca). 
a —b À E E 


Le polynôme caractéristique de M est donc xm = X (X° + (ab + be + ca)). 


méthode 
|| On discute selon le signe du réel ô = ab + be + ca. 


Cas : ô < 0. La matrice M est diagonalisable car elle est de taille 3 et possède 3 valeurs 
propres distinctes : 0, V-56 et —vV =ô. 

Cas : ô > 0. La matrice M n’est pas diagonalisable dans! M3(R) car son polynôme 
caractéristique n’est pas scindé sur R. 

Cas : 8 —0. La matrice M admet 0 pour seule et unique valeur propre. Si M est 
diagonalisable, elle est semblable à une matrice diagonale avec sur la diagonale ses valeurs 
propres, donc des 0. C’est alors la matrice nulle et la réciproque est immédiate. Ainsi, 
lorsque ô = 0, la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, a = b = c = 0. 


Exercice 35 * 
Soit P = X” — (an1 X"! +- --+a1X + ao) un polynôme unitaire réel de degré n. 


(a) Déterminer les sous-espaces propres de la matrice 


0 ] (0) 
M ! 
Er Lie i € Man (R) 


Go ai E> Ani 


(b) À quelle condition relative au polynôme P, la matrice M est-elle diagonalisable ? 


Solution 


(a) méthode 
| On étudie directement ? l'équation aux éléments propres MX = AX. 


Soit A € R et X € Mn (R) une colonne de coefficients x0,%1,...,2%n-1. L'étude de 


1. Cette matrice est cependant diagonalisable dans € car y possède 3 valeurs propres distinctes. 
2. On peut aussi calculer le polynôme caractéristique de M en s’inspirant du sujet 32 p. 166 mais ce 
West pas nécessaire. 


eus 
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l'équation MX = AX conduit à la résolution du système 
z1 = ÀTo T1 = ÀTO 
£ = ÀTı T2 = X? To 
soit 


Bat =A ri 
0 = P(A}zo. 


Tn-1 = ÀTn-2 
aozo + *** + an—1n-1 = ÀATn—1 


Si À n’est pas racine de P, la dernière équation donne zọ = 0 et Pon en déduit la nullité 
de tous les coefficients de X : À n’est pas valeur propre de P. 

Si À est racine de P, la dernière équation du système se simplifie ce qui permet de définir 
une solution non nulle à l'équation MX = AX : À est valeur propre et le sous-espace 
propre associé est 


> 


To 1 

AeA Azo 
a E (M) = : |zoeR = Vect ; 
l A l%0, | DU 


N (b) Tous les sous-espaces propres de M sont de dimension 1. La matrice M de Mn (R) 
Da 3 est alors diagonalisable si, et seulement si, elle possède exactement n valeurs propres 
NS distinctes. Cela revient à dire que le polynôme P possède exactement n racines réelles 
distinctes 1. 


4.7.6 Endomorphismes diagonalisables 


Exercice 36 * 
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel F de dimension n > 1 admettant 
exactement n valeurs propres distinctes. À quelle condition portant sur un vecteur £ 
de E peut-on affirmer que la famille (x, f(x),..., fl (x)) est une base de E? 


Solution 

Notons À,...,), les n valeurs propres distinctes de f et e1,- . . , €n des vecteurs propres 
associés. La famille e = (e1,..., €n) est une base? de E dans laquelle la matrice de f est 
diagonale. 


Soit x un vecteur de E. 


méthode 
| On introduit les coordonnées du vecteur z dans la base e de diagonalisation. 


1. Celles-ci sont nécessairement simples car P est de degré n. 

2. La famille e est constituée de n = dim E vecteurs de E et c’est une famille libre car formée de 
vecteurs propres associés à des valeurs propres deux à deux distinctes : ceci reproduit une démonstration 
possible du Th. 16 p. 126. 


4.7 Exercices d'entraînement 


On peut écrire 
T—L1E +: F Enen AVEC LZ1,...,Œn ER. 


Pour tout i € [1;n], on a f(e;) = Àe; car e; est vecteur propre associé à la valeur 
propre Ài. Par une récurrence immédiate, on en déduit fe) = Ac; pour tout k € N. 
On a donc 

E(x) = Mme +- + Xe. 


On peut alors étudier si la famille (x, f(x),..., f"-l{x)) est une base en calculant son 
déterminant dans la base e : 


det. (x, f(x)... F7 a) = det Mat. (x, f(x), ..., F7") 


T1 AT: Ati Ert Ati 

To À2To DE Fes A3 Tto 
2 _ 

En Ana Aen = AR len] 


En factorisant x; sur chaque ligne, on fait apparaître un déterminant de Vandermonde 
dont la valeur est connue 1 


dete (x, f(£),. fx) = T182.. En ĮI (A; — À). 


igi<ikn TS 


Les vecteurs x cherchés sont donc ceux n’ayant pas de coordonnées nulles dans la base de 
diagonalisation e : x est la somme de vecteurs propres associés à chacune des n valeurs 
propres. 


La famille (z, RCA f= (e)) est donc une base si, et seulement si, £182... Zn Æ 0. 


Exercice 37 ** 


Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel E de dimension n > 1. 


(a) Montrer qu’un endomorphisme g commute avec f si, et seulement si, les sous- 
espaces propres de f sont stables par g. 


(b) On suppose de nouveau f diagonalisable et l’on note À,...,1, ses valeurs 
propres et @1,...,am leurs multiplicités respectives. Montrer que l’ensemble des 
endomorphismes qui commutent avec f est un sous-espace vectoriel de L(E) et 
| donner sa dimension. 


Solution 


(a) (<=) Lorsque deux endomorphismes commutent, on sait que les sous-espaces 
propres de l’un sont stables? pour l’autre. 


( = ) Supposons que tous les sous-espaces propres de f sont stables par g. 


1. Voir sujet 33 p. 101. 
2. Voir sujet 13 p. 146. 
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méthode 
On vérifie que les applications linéaires f o g et g o f sont égales sur chaque 
espace propre de f 


Soit À une valeur propre de f et x un vecteur de l’espace propre E\(f). On a f(x) = àz 
et donc par linéarité 


(ge f(x) = g(f(x)) = gz) = Xe). 
Aussi, g(x) est élément de E(f) car l’espace Ex (f) est stable par g et donc 
(Fo g)(æ) = f(g(x)) = Ag(x). 


Ainsi, les deux applications linéaires f og et go f sont égales sur chaque espace propre 
de f. Or f est diagonalisable et l’espace E est donc la somme directe des sous-espaces 
propres de f. Ceci permet de décomposer n’importe quel vecteur de E en somme de 
vecteurs sur lesquels les applications f o g et go f sont égales. On en déduit que ces 
applications linéaires sont égales sur Æ : les endomorphismes f et g commutent. 


(b) méthode 
La stabilité des espaces propres se traduit par une représentation matricielle 
diagonale par blocs. 


L'endomorphisme f étant diagonalisable de valeurs propres À:,...,A», On peut écrire 
la décomposition en somme directe 


E=E®0::@Em avec Ex = En, (f) pour tout ke [i;ml]. 


Les espaces Ep sont de dimension ax la multiplicité de la valeur propre Àx. 
Considérons ensuite une base e adaptée à la décomposition précédente. Les endomor- 

phismes g qui commutent avec f sont ceux pour lesquels chaque espace Ex est stable. Ils 

correspondent ! aux endomorphismes dont la matrice dans e est de la forme 


io (0) 
(0) 4, 
L'ensemble des matrices de cette forme est un sous-espace vectoriel de M,(K) de di- 
mension ? a? +-::+a2,. Par l’isomorphisme de représentation matricielle dans la base e, 


l’ensemble Cp des endomorphismes qui commutent avec f est un sous-espace vectoriel 
de £(F) de même dimension. 


avec Ak € Ma, (K). 


1. Un endomorphisme g qui commute avec f est aussi entièrement déterminé par les endomorphismes 
qu’il induit sur les espaces Ep : on peut mettre en correspondance l’ensemble des endomorphismes qui 
commutent avec f avec l'espace L(E1) x --- x L(Em). 

2. La dimension de cet espace correspond au nombre de matrices élémentaires F; j qui lui appar- 


tiennent. 
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Exercice 38 ** 
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel Æ de dimension n > 1 possédant 
exactement n valeurs propres distinctes. 


(a) Déterminer les dimensions des sous-espaces propres de f. 


(b) Soit g un endomorphisme de E vérifiant g? = f. Montrer que g et f commutent. | 
En déduire que les vecteurs propres de f sont aussi des vecteurs propres de g. 


(c) Combien y a-t-il d’endomorphismes g de F solutions de Péquation g? = f? 


Solution 


(a) L’endomorphisme f possède n valeurs propres en dimension n, il est donc diago- 
nalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles (Th. 16 p. 126). 


(b) Puisque g? = f, on peut écrire g o f = g? = f o g et donc les endomorphismes f 
et g commutent. Les sous-espaces propres de f sont stables ! par g. 


méthode 


Les vecteurs propres d’un endomorphisme sont ceux engendrant une droite 
| vectorielle stable (Th. 3 p. 121). 


Soit x un vecteur propre de f associé à une valeur propre À. Le vecteur x est un vecteur 
non nul de la droite vectorielle E\(f) et engendre donc celle-ci : E\(f) = Vect(x). Or 
cette droite vectorielle est stable par g et donc x est vecteur propre de g (Th. 3 p. 121). 


(c) méthode 
|| Une base diagonalisant f diagonalise aussi les solutions de l'équation g? = f. 


L’endomorphisme f étant diagonalisable, on peut introduire e = (e1,...,e,) une base 
de vecteurs propres dans laquelle la matrice de f est 


^ wW 
(0) à, 


avec ]1,..., Àn ses valeurs propres deux à deux distinctes. 


ps 


Soit g un endomorphisme de E solution de l'équation g? = f. L'étude qui précède 
assure que les vecteurs de la base e sont des vecteurs propres de g. La matrice de g dans 
cette base est donc diagonale. 


Résoudre l'équation g? = f revient alors à résoudre l'équation X? = D d’inconnue X 
une matrice diagonale réelle : il y a autant? d’endomorphismes g solutions que de ma- 
trices X diagonales vérifiant X? = D. En notant £1,- .., £n les coefficients diagonaux de 


1. Voir sujet 37 p. 171. 
2. Le morphisme de représentation matricielle dans la base e est une bijection qui transforme les 
solutions de l'équation g? = f en celles de l'équation X? = D. 


| 
ii 


=7, 
+ 


/; 


JEZ r 
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la matrice X, résoudre l'équation X? = D équivaut à résoudre le système constitué des 
équations x? = À; pour i € f1; n]. 

S'il existe un À; strictement négatif, il n’y a pas de solutions réelles à l’équation £? = À, 
et il wexiste pas de matrices X telles que X? = D. 

Si tous les À; sont positifs, chaque équation z? = À; admet deux solutions vA; et -VA 
Les matrices X solutions sont alors les 


FM (0) 


Si aucune des valeurs propres n’est nulle, il y a 2” solutions. Si l’une des valeurs propres 
est nulle, celle-ci est forcément unique car les valeurs propres sont supposées deux à deux 
distinctes et il y a 27! solutions. 


Exercice 39 *#** 


Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie non 
nulle vérifiant 1 : 


« Tout sous-espace vectoriel stable par u admet un supplémentaire stable ». 


Montrer que l'endomorphisme u est diagonalisable. 


Solution 

Commençons par exposer l'idée générale. Tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel 
de dimension finie non nulle possède au moins une valeur propre (Th. 11 p. 124). On peut 
donc introduire À une valeur propre de u. L'espace Ex (u) est stable par u et possède par 
hypothèse un supplémentaire stable F. Si l’espace F est réduit au vecteur nul, on peut 
conclure que u est diagonalisable. Sinon, l’'endomorphisme induit par u sur F possède au 
moins une valeur propre p. Celle-ci est aussi valeur propre de u et l'espace E\(u)DE,(u) 
est stable par u. Il possède donc un supplémentaire stable G ce qui permet de répéter le 
raisonnement jusqu’à épuisement. Exprimons maintenant une résolution concise. 


méthode 
| On introduit l’espace somme des sous-espaces propres de u. 


Le sous-espace vectoriel F déterminé par 


ÀESp{u) 


est stable par u car somme de sous-espaces vectoriels stables. Par hypothèse, il admet un 
supplémentaire stable G. Si l’espace G n’est pas réduit au vecteur nul, l’'endomorphisme 
induit par u sur G possède un vecteur propre qui sera aussi vecteur propre de u donc 
élément de F. C’est contradictoire car F et G sont en somme directe et seul le vecteur nul 
leur est commun. On en déduit G = {0%} puis F = E : l’endomorphisme u diagonalisable. 


1. On dit que l’endomorphisme u est semi-simple. 
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4.7.7 Trigonalisation 


Exercice 40 * 
Montrer qu’une matrice triangulaire inférieure est trigonalisable et proposer une 
matrice réalisant cette trigonalisation. 


Solution 
Soit A une matrice triangulaire inférieure de Mn(K) 


ài (0) 
Je | 


ONEEN 


Son polynôme caractéristique est xa = (X — A1)...(X — àn). I s’agit d’un polynôme 
scindé sur K et lon peut donc affirmer que la matrice A est trigonalisable (Th. 22 p. 128). 
Retrouvons ce résultat en proposant de plus une matrice de trigonalisation. 


méthode 
On forme une base trigonalisant l’endomorphisme a canoniquement associé 
à À en renversant l’ordre des vecteurs. 


Notons e = (e1,...,e,) la base canonique de K”. La matrice A étant triangulaire 
inférieure, on a pour tout indice j € [1;n] 


a(e;) € Vect(e;,...,en). (+) 
Considérons alors la base renversée e’ = (e!,...,e,,) avec €} = en41-;, autrement dit, la 
base e' = (e,,...,€1). La propriété (x) donne pour tout indice j 

a(e;) € Vect(ei,..….,e;). 


Ainsi, la base e’ trigonalise l’endomorphisme a (Th. 20 p. 127) et la matrice de passage P 
de la base e à la base e’ (qui est une matrice de permutation) réalise une trigonalisation 
de la matrice À 


@) ! M (x) 
A=PTP-! avee P= G et T = è 
ı (0) (0) à, 


Exercice 41 * 
Montrer que la trace d’une matrice réelle de rang 1 en est valeur propre. 


(176 E 


Solution 
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méthode 
La trace d’une matrice réelle est la somme de ses valeurs propres complexes 
comptées avec multiplicité! (Th. 24 p. 128). 


Soit À € M,(R) une matrice de rang 1. Par la formule du rang son noyau est un sous- 
espace vectoriel de dimension n — 1. Or le noyau d'une matrice est aussi le sous-espace 
propre associé à la valeur propre 0. Celle-ci est donc de multiplicité au moins égale à n— 1. 
Cependant, la matrice A possède exactement n valeurs propres complexes comptées avec 
multiplicité, il en reste donc encore une à déterminer ?. La trace de A étant la somme 
de toutes les valeurs propres complexes comptées avec multiplicité, on peut affirmer que 
cette trace détermine la dernière valeur propre de À et celle-ci est réelle. 

Notons que l’on peut aussi résoudre ce sujet en observant que la matrice À est sem- 


blable à 
G ne 20 or 


0 = D On 


| Exercice 42 ** 
| Soit A, B € Ma(C) vérifiant AB = BA. 


(a) Montrer qué les matrices À et B ont au moins un vecteur propre en commun. 


(b) Établir que les matrices A et B sont simultanément ? trigonalisables. 


Å 


Solution 


(a) On introduit les endomorphismes a et b de C” canoniquement associés aux ma- 
trices À et B. Ceux-ci commutent et possèdent 4 donc un vecteur propre en commun. 


(b) On raisonne par récurrence sur la taille n € N* des matrices. 
Pour n = 1, la propriété est entendue car une matrice de taille 1 est triangulaire. 
Supposons la propriété vérifiée au rang n — 1 > 1 et considérons A,B € M,{(C) 
vérifiant AB = BA. 


méthode 
Le premier vecteur d'une base de trigonalisation (ou la première colonne d’une 
matrice de trigonalisation) est un vecteur propre. 


Soit e1 un vecteur propre commun aux endomorphismes a et b canoniquement associés 
aux matrices À et B : a(e1) = Aer et b(e1) = pe, avec A1, € C. Le vecteur e1 


1. Il importe d’être précis : la trace n’est pas seulement « la somme des valeurs propres ». 

2. Celle-ci peut d’ailleurs être égale à 0 : une matrice triangulaire supérieure stricte de rang 1 possède 0 
pour seule valeur propre. 

3. Autrement dit, il existe une même matrice P € GLA(C) telle que P-lAP et P-1BP sont triangu- 
laires supérieures. 

4. L’endomorphisme complexe a possède au moins une valeur propre. Le sous-espace propre de a 
associé est stable par b et l’endomorphisme que b y induit admet un vecteur propre : voir sujet 24 p. 157. 
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n’est pas nul, on complète celui-ci en une base e de C” et l’on forme la matrice de 
passage P € GL,(C) de la base canonique à la base e. Par la formule changement de 
base, on obtient 


PAP = (à di et parso 3 avec A’, B' € Mn- (C). 


Puisque les matrices A et B commutent, les matrices P'AP et P-1BP commutent aussi 
et un calcul par blocs donne A’ B’ = B'A'. Par hypothèse de récurrence, il existe alors une 
matrice Q’ € GL, _1(C) telle que QIAO’ et Q'71B'Q' sont toutes deux triangulaires 
supérieures : 


» (9 mo (9 
Q'—'A4'Q' 2 Ra et Q= P'O = S 
(0) x, OR 


Considérons ensuite la matrice inversible 


Q= (o a d'inverse Q7! = (o a) 


Un calcul par blocs donne alors 


À * 


no 
O(P TAP)Q = (a ga) = Le 


et l’on obtient un résultat analogue pour l'expression de Q=1(P-!BP)Q. 
Finalement, la matrice R = PQ € GL,(C) trigonalise simultanément A et B. La 
récurrence est établie 1. 


Exercice 43 *** 
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel complexe Æ de dimension 
finie n > 1 vérifiant 
UOU—VOU— TU. 
(a) Montrer que le noyau de v n’est pas réduit au vecteur nul. 
(b) En déduire u possède un vecteur propre dans Ker(v). 


(c) Établir qu’il existe une base de trigonalisation commune à u et v dans laquelle 
la matrice de v est triangulaire supérieure stricte. 


1. Cette résolution est essentiellement basée sur l’existence d’un vecteur propre commun et sur la 
propagation de l'hypothèse au rang inférieur grâce à un calcul par blocs. Si l’on suppose AB = On, on 
peut établir l’existence d’un vecteur propre commun (voir sujet 24 p. 157) et justifier à nouveau que les 
matrices sont simultanément trigonalisabies. 
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Solution 
(a) Par l'absurde, si Ker(v) = {0g} on peut affirmer que l’endomorphisme v est 


inversible et écrire 


v_louou = Idg +u. 


=v+vou 


En considérant la trace des deux membres, on obtient l’absurdité 
tr(u)=tr(u)+dim£E car tr(v™? o(uov)) =tr({(uov)ou*) =tr(u). 
Ainsi, le noyau de v west pas réduit au vecteur nul. 


(b) méthode 
| Le noyau de v est stable par u. 


En effet, si x appartient à Ker(v), u(x) en est aussi élément car 


v(u(x)) = u(u(x)) — v(x) = (0x) — 0g = 0. 


On peut alors introduire l'endomorphisme induit par u sur l’espace complexe Ker(v) qui 
est de dimension finie non nulle. Cet endomorphisme induit admet un vecteur propre qui 
est vecteur propre de u. 


(c) On raisonne par récurrence sur la dimension n > 1 de l’espace E. 

Pour n = 1, il n’y a rien à démontrer. 

Supposons la propriété établie au rang n — 1 > 1. 

Soit u et v deux endomorphismes d’un espace complexe Æ de dimension n véri- 
fiant uou—wuou = v. L'étude qui précède permet d’introduire un vecteur propre e1 de u 
appartenant au noyau de v. On complète ce vecteur non nul en une base e = (e1,...,e,) 
de l’espace E. Les matrices de u et v dans la base e sont de la forme 


A o 2) et B= ( = avec À € C, A’, B' € Mn- (©). 
méthode 


On applique l'hypothèse de récurrence aux endomorphismes | figurés par les 
| blocs 4’ et B’. 


Notons E’ l’espace engendré par les vecteurs de la famille e' = (e2,...,e,). Les ma- 
trices 4’ et B’ figurent dans la base e’ des endomorphismes u’ et v’. Ceux-ci ne sont pas 
des endomorphismes induits par u et v sur l’espace E” car on ignore si ce dernier est 


1. On peut aussi raisonner comme dans le sujet précédent et former une matrice de trigonalisation 
convenable de À et B à partir de l'introduction d’une matrice trigonalisant À’ et B’. La démarche 
exposée ici correspond au point de vue vectoriel de ce raisonnement. 
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stable. Cependant, si l’on introduit p la projection sur E’ parallèlement à Vect(e1), on 
peut écrire 


u'(x) =pu(x)) et v'(x)=p(v(x)) pour tout x de F”. (*) 


L'égalité uov — vou = v donne AB — BA = B. Après calculs par blocs, on en 
déduit A'B'— B'A’ = B' et donc u'ov'—v'ou’ = u’. Par hypothèse de récurrence, il existe 
une base (e3, . . . , e}, ) de l’espace Æ” dans laquelle les matrices des endomorphismes w et v’ 
sont respectivement triangulaire supérieure et triangulaire supérieure stricte : 


CT 0 
Mat(es er) (u’) = e et Mat(e, el) v’) = Les 
(0) à, (0) o 


Considérons alors la famille {e1,e,,...,e!,) qui est une base de E et formons la matrice 


des endomorphismes u et v dans celle-ci. Pour tout j € [2; nf, les relations (x) donnent 
u(e)=u(e;)+açe, et ve) =v(e)+Bje avec a,8; € C 
et donc 


n (9 re) 
Mat(ci,e4,.….e,)(U) = h et Ma (ee el )(0) = 


OS Or 


La récurrence est établie +. 


47.8 Applications de la réduction 


Exercice 44 * 
On étudie l’équation (E): M? — M = À d’inconnue M € MAR) avec 


p dl 


(a) Diagonaliser la matrice À en précisant une matrice de passage P. 
(b) Soit M € Ma(R) solution de (E). Justifier que la matrice PMP est diagonale. 


(c) Déterminer toutes les matrices solutions de l'équation (E). 


1. On observe que l’endomorphisme v est nilpotent (voir sujet 20 p. 153). 


O 


A 


: 


Solution 


(a) Le polynôme caractéristique de À est xa = X? — 8X + 12 de racines 2 et 6. La 
matrice À est de taille 2 et possède deux valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable. 
Après résolution, ses sous-espaces propres sont 


E(A) = Vect 2 et Eç(A) = Vect G) 
On peut donc diagonaliser la matrice À en écrivant 


E si us a __f2 0 
À = PDP avec p=(2 9 et D= o 6): 
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(b) méthode 
| On observe que PMP et D commutent. 


En multipliant l'égalité M? — M = A par P à droite et Pt à gauche, on obtient 
P-IM?P-PUMP=D avec P'M?P= (PMP). 


La matrice X = P-1MP vérifie alors l'équation X? —X = D et par conséquent commute 
avec D car 


XD=X(X?-X)=X-X?=(X?-X)X = DX. 


En introduisant les coefficients de X, on a 
2a 2b 2a 6b „ofa b 
DX = - a s y avec x=(° AE 
L'égalité DX = XD entraîne alors b = c = 0 et la matrice X est diagonale t. 


(c) L'étude qui précède assure que les solutions de l'équation M? — M = À sont à 
rechercher uniquement parmi les matrices de la forme M = PXP! avec X matrice 
diagonale. On a alors 


M-M=-Az X -X=D 


2 2 = 
<= H 2 E avec x et y les coefficients diagonaux de X 


a x = 2 ou z = —1 
y = 3 ou y = —2. 


Les matrices M solutions sont les quatre? matrices M; = PXP} pour i € [1,4] avec 


2 0 2 0 = «0 1 0 
T ael Atel 3) + 4 (7 A 


1. Plus généralement, seule les matrices diagonales commutent avec une matrice diagonale à coeffi- 
cients diagonaux deux à deux distincts. 

2. Cette équation de degré 2 en l’inconnue M présente plus de deux solutions car le produit matriciel 
n’est pas intègre. L’équation M? = Iz possède quant à elle une infinité de solutions! 


— A 
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On obtient 
_ 5/2 A ,, [0 1 Aa _{-3/2 -1/4 
m= (5 Ja) = (5; apm ( 1) e ma (TH -3/2 ' 


Exercice 45 ** 
On considère trois suites réelles (£n), (yn) et (zn) vérifiant, pour tout n € N, 


Tn+1 = Dr + Un + n 
(2): À Yny = En — Un + 2n 
Žn+1 Ln F Yn — n- 


Il 


À quelle condition sur (zo, Yo, 20), ces trois suites convergent-elles ? 


Solution 
Pour n € N, introduisons la colonne X, de coefficients £n, Yn et Zn- Le système (X) se 
traduit par l'équation matricielle X,41 = AX, avec 


2 1 1 
A=]ļ|1 —1 1 
1 1 —1 


Une récurrence immédiate donne alors X, = A” Xo ce qui soulève le problème du calcul 
de A7. 

méthode 
On réduit la matrice À afin de déterminer un changement d’inconnues per- 
mettant de découpler les relations de récurrence. 


Après calculs, le polynôme caractéristique de A est xa = (X +2) (X? — 2X — 2) de 
racines —2 et 1 + v3. La matrice À possède 3 valeurs propres et est de taille 3, elle est 
donc diagonalisable et peut s'écrire À = PDP! avec 


25 0 (ol 
D=| 0 1+,3 0 
0 0 1- v3 


et une matrice P inversible qu’il n’est pas nécessaire de déterminer pour le moment. 

La relation Xh41 = AX, peut alors se relire P-IX,41 = DP-TX, ce qui se relit 
encore Yn+1 = DY, avec Yn = P Xp. En notant Un, Un, Wn les coefficients de Yn, on 
obtient le système 


Un+1 = —2Un Un = (—2) 
Uni = (1 +V3)un et done Un = (1+ V3) 
Wn+i = (1 T V3)Wwn Un = (1 = v3) wo. 


Si les suites (£n), (Un) et (2n) convergent, les suites (un), (Un) et (wn) convergent 
aussi car Y, = PIX, et la réciproque est encore vraie puisque X,, = PY,. Or les deux 


F z 
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suites ((—2)”) et ((1 + v3)”) divergent tandis que ((1 — v/3)”) converge vers 0. Les 
trois suites (£n), (Yn) et (zn) sont donc convergentes si, et seulement si, uo = Vo = 0. 
Cela signifie encore que Xo = PYo appartient au sous-espace propre associé à la valeur 
propre 1 — v3. Après détermination de celui-ci, on aboutit à la condition 


zo = (1 — V3)go = (1 = V3)20. 


Exercice 46 ** 
Soit n > 2. Montrer que les matrices 


ao ai aiaa Oal 
An—1 . 7. Š 
M Oy Tig seega = i ; | avec (ag,@,...,Qn-1) € C” 
: ; m 
ai "* An Go 


sont simultanément diagonalisables +. 


Solution 


méthode 
On exprime M (ao, a1,- ..,@n—1) à l’aide de la matrice J = M(0,1,0,...,0) et 
de ses puissances. 


Considérons la matrice 


0 1 (0) 
J = M(0,1,0,...,0) = | 

o (0) 1 

1 0 0 


Eu posant le produit matriciel, on obtient 
0 0 1 (0) 


Ja 


0 
i (0) -0 
0 0 0, 


et Pon peut aisément anticiper le résultat obtenu pour J3, J4, etc. Cependant, pour 
calculer avec « élégance » les puissances de J, on introduit Pendomorphisme j de C” 


i} , On dit que les matrices d’une famille sont simultanément diagonalisables lorsqu'il existe une même 
matrice inversible P permettant de les diagonaliser. 


4.7 Exercices d'entraînement 
qui lui est canoniquement associé. En notant e:,...,e, les vecteurs de la base canonique 


de C”, la lecture des colonnes de J donne 
J(e1) = En, (62) = e1, ..., f(En) = En-1. 


En adoptant une notation circulaire consistant à poser ep = ez lorsque k = £ [n], on peut 
écrire j(e;) = ei—1 pour tout indice i. On a alors j? (e;) = e;_o, j°(ei) = ei_s, etc. Par 
récurrence sur k € [0;n — 1], on montre j*(e;) = e;_z et l’on obtient 


JÉ = (2 i = M(0,...,0,1,0,...,0). 
k — 


k valeurs 


Ainsi, on peut écrire 


g= 
Mao, @1,..., @n-1) = bD ag JF. 
k=0 


J! suffit alors de savoir diagonaliser J pour en déduire une diagonalisation de ses puis- 
sances puis de M (ao, a1,- , @n—1)- 
Calculons le polynôme caractéristique de J en À € C. En développant le déterminant 


selon la première colonne ! 


À -l 

aF a o 

| À) <e + (172 x G == 1. 
eal 0 

a J : A h O à. O 1, 


Le polynôme caractéristique de J est donc xy = X” — 1. Ses racines sont les racines ? 


n-ièmes de l’unité wo, .….,wn-1 : il y en a exactement n ce qui assure que la matrice J 
de M, (C) est diagonalisable. On peut donc écrire J = PDP! avec P inversible et D 
matrice diagonale de coefficients diagonaux les w; pour i allant de 0 à n — 1. On a 
alors JF = PD*P-! puis 


PM(ao, &;...;4n-1)P T PA(a0, a1,- an1) P7! 


avec A(a0,41,..-,an—1) la matrice diagonale de coefficients diagonaux les Q{w:) pour à 
allant de 0 à n — 1 où Q désigne le polynôme? donné par 


Q = ao +a X +: + an1 X". 


Ainsi, la matrice de passage P diagonalise toutes les matrices M (ao, a, ... üni): 
1. La transposée de J est une matrice compagnon (sujet 32 p. 166) dont le polynôme caractéristique 
êst connu. P 

2. Rappelons que wk désigne e n pour tout k € Z. 

3. Au chapitre suivant, on parle de polynôme en une matrice. En anticipant sur cette notion, on peut 
écrire M(ao,a1,...,4n-1) = Q(J) et A(ao,a1,...,4n-1) = Q(D). 
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Exercice 47 ** 
Soit P un polynôme unitaire de degré n > 1 à coefficients entiers : 


IP S E eoan e a vec on Gr 0 lez. 


On note ÀA1,..., Àn les racines complexes de P comptées avec multiplicité. 


(a) Déterminer une matrice à coefficients entiers dont le polynôme caractéristique 
est P. 


(b) En déduire que, pour g € N*, le polynôme unitaire P, dont les racines sont 
exactement les À?,...,À2 est à coefficients entiers. 


(c) Déterminer Pz lorsque P = X? — 3X +1. 


Solution 


(a) méthode 
|| On introduit une matrice compagnon !. 


Considérons la matrice 


0 (0) — 40 
H= 1 è =f 
wo a 
(0) 1 —An-1, 


Celle-ci est à coefficients entiers et son polynôme caractéristique est exactement P. 


(b) méthode 
| Les valeurs propres complexes de A9 sont les À? avec À valeur propre de À. 
Les valeurs propres de À comptées avec multiplicité sont exactement les racines du 


polynôme P = y4. Dans le cadre complexe, la matrice A est trigonalisable semblable à 
une matrice triangulaire supérieure T où figurent sur la diagonale ses valeurs propres 


x (9 
T= 
(0O) à, 
La matrice A? est alors semblable à 
Ao 
TT = ; 
(0) à 


1. Voir sujet 32 p. 166. 
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Les valeurs propres de A? sont donc les ÀŸ,..., àZ. Celles-ci sont les racines comptées 


avec multiplicité de son polynôme caractéristique et, ce dernier étant unitaire, il s’agit 
du polynôme P}. Cependant, la matrice À est à coefficients entiers et, par produit, la 
matrice À l’est aussi. Son polynôme caractéristique P, est alors lui aussi à coefficients 
entiers 1. 


(c) On introduit la matrice compagnon A associée au polynôme X? —3X + 1 puis on 
calcule le polynôme caractéristique de son carré en développant directement selon une 


rangée 


0 10 À 0 —1 0 
A=!1 0 3 |, 4=1[0 3 —1 
0 1 0 1 0 3 


puis 
Pz = xa2 = X? — 6X? + 9X — 1. 


4.7.9 Nilpotence 


f Exercice 48 * 
Soit A, B € Mn(K) vérifiant AB = BA avec A nilpotente. Calculer tr(AB). 


Solution 


méthode 
Une matrice nilpotente est semblable à une matrice triangulaire stricte (Th. 26 
p. 129) et est donc de trace nulle. 


Puisque la matrice À est nilpotente de taille n, on sait A” = On. Or les matrices À 
et B commutent et l’on a donc aussi 


(AB)? = A” B” = On. 


On en déduit que la matrice AB est nilpotente. Elle est donc semblable à une matrice 
triangulaire supérieure où figurent uniquement des zéros sur la diagonale : on peut di- 
rectement calculer sa trace 

tr(AB) = 0. 


| Exercice 49 * 
Soit n > 2 et A = (a; jh1ci,jen € Mn(K) avec? aij = ði j+1 pour tous i, j € f1; n]. 
| Existe-t-il une matrice B € Mn(K) vérifiant B? =A? 


1. De manière générale, le déterminant d’une matrice se calcule dans l’anneau de ses coefficients. 
2. z, désigne le symbole de Kronecker, égal à 1 si x = y et 0 sinon. 


| msi 
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Solution 


méthode 
| L'indice de nilpotence d’une matrice est inférieur à sa taille. 


Visualisons les coefficients de la matrice À 


s (0) 
a=]? à 
(0) 1 0 


La matrice À est triangulaire inférieure stricte donc nilpotente. Pour déterminer son 
indice de nilpotence, on introduit a l'endomorphisme de K” qui lui est canoniquement 
associé. En notant e1,...,e, les vecteurs de la base canonique de K”, on a 


ae) = e2, a(e>) = e3, ..., a(en-1) = en et afen) = Oga. 


Par récurrence sur k > 1, on obtient 


dei ejek Sji+k<n 
' Or sinon. 


On en déduit a” = 0 et a”! Æ 0. Ainsi, l’'endomorphisme a est nilpotent d'indice n 
exactement. Il en est de même pour la matrice À. 

Par l'absurde, s’il existe une matrice B € Mn(K) tel que B? = À, celle-ci est nilpotente 
car B?” = A” = On. Son indice de nilpotence étant nécessairement inférieure à sa taille, 
on a aussi B” = O, et donc A7! = B?2r-2 = Op car 2n — 2 > n. C’est absurde. 

Il n'existe donc pas! de matrice B de carré égal à A. 


Exercice 50 ** 


Soit u et v deux endomorphismes d’un espace réel E de dimension n > 1. On suppose 
que u et v commutent et que v est nilpotent. Montrer det(u +v) = det(u). 


Solution 
Discutons selon que u est inversible ou non. 
Cas : u est inversible. On peut factoriser det{u) dans le calcul de det(u + v) et écrire 


det{u + v) = det (u o (Idg+u lo v)) = det(u) det(Idg +w) avec w=u™ ov. 


Puisque les endomorphismes u et v commutent, il en est de même pour les endomor- 
phismes u™! et v. On en déduit la nilpotence? de w car 


w” = (u`! ov)” = Ca ov*=0 car v =0. 


1. Une démonstration alternative consiste à étudier les noyaux itérés (sujet 12 p. 82). Si B? = A 
alors dimKer(B?) = 1 donc dimKer(B) = 1 puis dimKer(B*) = 1 pour tout k > 1 ce qui contredit 
AP = Oy 


2. L'espace E étant de dimension r, la nilpotence de v assure v" = 0. 


4.7 Exercices d'entraînement 


méthode 
Tout endomorphisme nilpotent d’un espace de dimension finie peut être figuré 
par une matrice triangulaire supérieure stricte (Th. 25 p. 129). 


Introduisons une base de Æ dans laquelle la matrice de w est égale à une matrice 
triangulaire supérieure T°. Par représentation matricielle dans cette base, on a 


Lo (s) 
det(Tdg + w) = det(In + T) = ia = 1; 


(0) i 


On en déduit det{u + v) = det(u). 
Cas : u non inversible. 


méthode 
| Puisque u et v commutent, le noyau de u est stable ! par v. 


L’endomorphisme u n’étant pas inversible, l’espace Ker(u) n’est pas réduit au vec- 
teur nul. De plus cet espace est stable par v ce qui permet d’introduire l’endomor- 
phisme v’ induit par v sur Ker(u). Tout comme v, l’endomorphisme v’ est nilpotent 
et 0 est son unique valeur propre. Ainsi, il existe dans Ker(u) un vecteur non nul an- 
nulant v. Ce vecteur annule aussi u + v qui n’est donc pas inversible. On conclut? à 
nouveau det(u + v) = 0 = det{u). 


Exercice 51 *** 
Soit À E Mn (R). 
Montrer que À est nilpotente si, et seulement si, tr( 4”) = 0 pour tout p € [1;n]. 


Solution 

( = ) Supposons la matrice A nilpotente. Elle est semblable à une matrice triangulaire 
supérieure stricte T et donc tr(A) = tr(T} = 0. Aussi, pour tout p € [l;n], AP est 
semblable à T? et donc tr( A?) = tr(T?) = 0. 

( = ) Supposons tr( A?) = 0 pour tout p € [lin]. 


méthode 
| On montre que 0 est la seule valeur propre complexe de À. 


Notons À1,…, À, les valeurs propres complexes comptées avec multiplicité de la ma- 
trice À. La matrice A est semblable dans M,(C) à une matrice triangulaire T dont les 
coefficients diagonaux sont les valeurs précédentes. Pour tout p € [1;n], la matrice A?” 
est semblable à T? et donc 


tr(4P) = tr(T”) = X X =0. 
i=1 


1. Voir sujet 13 p. 146. 
2. Dans le cadre complexe, le sujet peut se résoudre en exploitant la commutation de u et v pour 
réaliser une trigonalisation simultanée : voir sujet 42 p. 176. 


| ms 
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On peut alors dire que (A1,...,X,) € C” est solution du système 


Xi +2 ++ + An = 0 


Be ATHA +2 =0 
AP + AB + ee + AR = 0. 


L'élément (A1,...,An) = (0,...,0) est évidemment solution de (7,). Montrons par 
récurrence ! sur n € N* qu’il n’y en a pas d’autres. 

Pour n = 1, l'affirmation est immédiate. 

Supposons le résultat vrai au rang n — 1 > 1. Soit (A1,..., àn) une solution de Xp. 
On introduit le polynôme P = (X — A)...(X — àn). Les racines de P étant les À;, la 
somme P(Ai) +:-:+ P(À,) est nulle. Aussi, en introduisant les coefficients ax de P, on 
peut écrire P = ao + a X +a2X?+-..+a,X" et alors 


n n N n 
0 = ÑO P(X) = nao tai X Aitaz YOA? HHan DU. 
i=1 i=1 i=1 i=1 
=0 =0 =0 


On en déduit que le toefficient constant ag est nul et donc P possède une racine nulle. 
Quitte à redéfinir l’indexation des À;, on peut supposer À, = 0 et simplifier les équations 
du système (Z,) pour affirmer que (ÀA1,...,Àn-1) est solution du système (2-1). Par 
l'hypothèse de récurrence, on obtient alors À =+- = À,_; = 0 et l’on peut conclure. 
La récurrence est établie. 
Finalement, 0 est la seule valeur propre complexe de la matrice À. La matrice À est donc 
semblable dans M,,(C) à une matrice triangulaire supérieure stricte, elle est nilpotente. 


4.8 Exercices d’approfondissement 


Exercice 52 * j 
L'ensemble des matrices diagonalisables de Mn (R) est-il convexe ? 


Solution 

Lorsque n = 1 toutes les matrices de Mı (R) sont diagonalisables et l’ensemble Mı (R), 
qui s'identifie à la droite réelle, est convexe. Montrons que pour n > 2 cette propriété 
n’est plus vraie en commençant par étudier le cas n = 2. 


1. Présentons une démarche alternative. On suppose par l’absurde l'existence d'une solution non nulle. 
On simplifie tous les À; nuls du système (Xn) et l’on regroupe ensemble ceux qui sont égaux afin de 
former des équations du type (Eg): Aka +e + AE am = 0 avec des À; non nuls deux à deux distincts 
et a; € N*. Les équations (E1), ..., (Em) forment un système d’inconnues les &1,.. ., &m. Or ce système 
est de Cramer car sa matrice est liée à une matrice de Vandermonde. Sa seule solution est alors la solution 
évidente (a1,...,@m) = (0,...,0) : Cest absurde! 
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méthode 
On choisit une matrice non diagonalisable M et l’on détermine deux matrices 
diagonalisables À et B dont M est le milieu. 


0 1 
TE 


n'est pas diagonalisable car 0 est sa seule valeur propre alors que ce n’est pas la matrice 


nulle. Les matrices 
1 1 —1 1 
a= a a pei 1 


sont diagonalisables car possèdent chacune deux valeurs propres distinctes. Enfin, 


La matrice 


M= (A+B) € [4; B] 


et donc [A ; B] n’est pas entièrement inclus dans l’ensemble des matrices diagonalisables. 
On peut généraliser cet exemple aux matrices de taille n > 3 en complétant les matrices 
précédentes de blocs nuls : 


[M O\ LL, pr p y _ [A 8 1: _{B 0 
m'= (0 0) =5 +8 avec A = 0 0 et B' = o 0)’ 


Ainsi, l’ensemble des matrices diagonalisables de M, (R) west pas une partie convexe 


lorsque n > 2. En revanche, il s’agit d’une partie connexe par arcs 1. 


Exercice 53 * 
Soit A, B € Mn(K). On suppose qu'il existe M dans Mn(K) de rang r tel que 


AM = MB. 


Montrer que le PGCD de xa et xp est de degré au moins r. 


Solution 
méthode I 0 
Une matrice de rang r est équivalente à la matrice Jp = ( 0 o) de même 
type. 


On peut introduire des matrices inversibles P et Q de taille n telles que M = QJ, P7t. 
La relation AM = MB donne alors 


CJ,=J,D avec C =QAQ et D = PBP. 


On écrit les matrices C et D par blocs 


_ [Cin C _ [Dia Dig : 
C= o 4. et ïa A Dos avec O1, Dir € MR). 
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En opérant des produits par blocs, légalité CJ, = J-D donne 
Cia = Din, C21 = Onn et Do = Or n=r: 


Les matrices C et D sont donc triangulaires avec un bloc d'indice (1, 1) identique. Les 
matrices A et B étant respectivement semblables à C et D, on obtient 


XA = XC =X 1XCz2 t XB = XD = XD1a1X Dos 


avec XC11 — XD, polynôme de degré r. 
On peut alors conclure que les polynômes xa et xs possèdent un facteur commun de 
degré au moins r et donc que leur PGCD est de degré au moins égal à r. 


Exercice 54 ** 
Une matrice A = (a;,;) € MR) est dite magique si les sommes de ses coefficients 
par ligne et par colonne sont toutes égales. On note J la colonne de M,,:(R) dont 
tous les coeficients sont égaux à 1. 

(a) Montrer que la matrice À est magique si, et seulement si, J est vecteur propre 
de À et de ‘A. 

(b) Vérifier que l’ensemble MG, des matrices magiques de taille n est une sous- 
algèbre de M,(R). Que dire de l'inverse d’une matrice magique inversible ? 
On introduit le produit scalaire canonique! sur l'espace M, (R) et les espaces 
D = Vect(J) et H = D+. 

(c) Montrer qu’une matrice À de M,(R) est magique si, et seulement si, elle laisse 
stable les espaces D et H. 


| (d) En déduire la dimension de algèbre des matrices magiques de M,(R). 


Solution 
(a) Les coefficients de la colonne AJ sont les sommes des coefficients de À sur chaque 
ligne. Les coefficients de la colonne *AJ sont les sommes des coefficients de A sur chaque 
colonne. Si la matrice À est magique, ces différentes sommes sont toutes égales à une 
même constante s et donc 


AJ=s] et *AJ=sJ avec J #0. 


On en déduit que J est vecteur propre de À et de ‘4. 
Inversement, si J est vecteur propre de À et de ‘A respectivement associé aux valeurs 
propres À et u, on a AJ = ÀJ et ‘AJ = uJ. Les valeurs À et u sont nécessairement égales 
2 
car 


ÉTAT = tJ(AJ) = X'JJ=mÀ et JAJ = (ŸAD)J = pIJ = ny. 


On en déduit que les sommes des coefficients de À sur chaque ligne et sur chaque colonne 
sont toutes égales : la matrice À est magique. 


1. Le produit scalaire de deux colonnes X, Y de Mn.1(R) est donné par (X, Y) = *XY. 
2. Le calcul JAJ détermine la somme de tous les coefficients de A, somme qui peut être organisée 
par ligne ou par colonne. 
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(b) L'ensemble MG, des matrices magiques de taille n est une partie de l'algèbre 
des matrices carrées M,(KR). La matrice unité I, est magique et, pour tous À, y € K et 
tous Á, B € MG, on vérifie par un simple produit que la colonne J est vecteur propre 
des matrices AA + uB et AB ainsi que de leurs transposées : MG, est une sous-algèbre 
de Mn(K). 

Soit À une matrice magique inversible. Montrons que son inverse est aussi une matrice 
magique. 


méthode 
On introduit l'application p qui a M € MG, associe AM et l’on montre qu'il 
s’agit d’un isomorphisme d’espaces vectoriels +. 


L'application p proposée est définie au départ de l'espace MAG, et à valeurs dans 
lui-même. Cette application est linéaire et aussi injective car, pour tout M € MG, 


AM =0, = ATM =0O, 
— M =0,. 


Puisque l’espace MG, est de dimension finie, l'application p est un automorphisme 
de MG,. Par surjectivité, il existe une matrice B € MG, telle que AB = In. Cette 
matrice B est nécessairement l'inverse de A et donc AT! € MG, 


(c) La droite vectorielle D est.stable par A si, et seulement si, J est vecteur propre 
de À. L’hyperplan H est stable par À si, et seulement si? sa droite normale H+ = D est 
stable par ‘À, c'est-à-dire si, et seulement si, J est vecteur propre de *A. La résolution 
de la première question assure alors que la matrice A est magique si, et seulement si, les 
deux espaces D et H sont stables par À. 


(d) méthode 
La stabilité de deux espaces supplémentaires se lit matriciellement par une 
représentation diagonale par blocs dans une base adaptée (Th. 2 p. 120). 


| 

Les espaces D et H sont supplémentaires dans M, (R). Si Pon introduit une base 
adaptée à l’écriture Mn (R) = D @ H, l'étude au-dessus assure qu’une matrice A est 
magique si, et seulement si, l'endomorphisme canoniquement associé à À est représenté 
dans cette base par une matrice de la forme 


a 0 
(o avec & ER et M E€ Mn- (R). 


Un tel endomorphisme est alors entièrement déterminé par ses restrictions aux espaces D 
et H qui sont des endomorphismes. L'espace des matrices magiques est donc isomorphe 
à L(D) x L(H) ce qui détermine sa dimension : 

dim MG, = (dim D)? + (dim H)? = 1 + (n — 1}. 


1. On peut aussi remarquer que AJ = sJ (avec s nécessairement non nul) entraîne iJ = ATIJ et 
Pon a une égalité analogue pour la transposée. 
2. Voir sujet 16 p. 150. 


a msn 
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EA = ——_— 


| Exercice 55 *** 


Soit n > 2. Déterminer les valeurs propres de la comatrice de À € Ma (C) en fonction 
| de celles de A. 


Solution 
La matrice À est complexe, elle est admet donc n valeurs propres comptées avec mul- 
tiplicité que nous notons À1,..., Àn- 
La comatrice de À est la matrice des cofacteurs de À et celle-ci vérifie : 
* (Com(A)) A = det(A)In. (x) 
méthode 


| On commence par étudier le cas où la matrice À est inversible. 


Supposons la matrice À inversible. On peut exprimer la comatrice de À en fonction de 
son inverse 


Com(A) = det(A) (A7). 


Les valeurs propres de A sont nécessairement non nulles et sont les inverses des valeurs 
propres de À. En effet !, A est trigonalisable et l’on peut écrire avec P inversible 


M ii (9 xo l) 


O, ON 


et PTIATIP = (PAP) = 
De plus, les valeurs propres d’une matrice sont aussi celles de sa transposée. On en déduit 
que les valeurs propres de Com(A) comptées avec multiplicité sont les 
det(A) det(A) 


>, ——< j À) = Ater y. 
a de à avec det(A) 1 


PAP = 


4 
Àn 


Après simplification de ces fractions, on obtient que les valeurs propres de Com(A) sont 
tous les produits possibles de n — 1 facteurs choisis parmi les n valeurs propres de A. 

Supposons maintenant la matrice A non inversible. La matrice A est donc de rang 
inférieur à n — 1. Si rg(A) < n — 2, tous les déterminants des matrices de taille n — 1 
extraites de A sont nuls?. Les cofacteurs de A sont alors tous nuls et la comatrice de À 
est nulle : 0 est son unique valeur propre et celle-ci est de multiplicité n. Il reste à étudier 
le cas rg(A) =n — 1. 

Lorsque rg(A) = n — 1, la matrice À possède n — 1 valeurs propres non nulles et une 
valeur propre nulle. Quitte à redéfinir l'indexation de celles-ci, on peut supposer Àn = 0. 

Le déterminant de À étant nul, la relation (x) devient 


t (Com(A))A = O,. 


1. Une résolution par les éléments propres est aussi possible : AX = AX > AY iY avec 
Y = AX et Y #0 si, et seulement si, X Æ 0. 

2. Rappelons que si l’on peut extraire d’une matrice À une matrice carrée inversible de taille p alors 
rg(A) > p. 
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L'image de À est donc incluse dans le noyau de *(Com(A)). On en déduit 
dim Ker(Com(A)) = dim Ker(*(Com(4))) >rg(A)=n-1. 


Lorsqu'il n'est pas réduit au vecteur nul, le noyau correspond au sous-espace propre 
associé à la valeur propre 0. On en déduit que 0 est valeur propre de Com(A) de mul- 
tiplicité au moins n — 1. Puisque la trace d’une matrice complexe est la somme de ses 
valeurs propres comptées avec multiplicité, p = tr (Com(A)) détermine la dernière valeur 
propre | restant à calculer. 


méthode 
| On introduit la comatrice de À = A + el, avec € qui tend vers 0*. 
Soit € > 0. Les valeurs propres de la matrice As sont les A1 +€,...,À,_1 +E et £ car, 
en reprenant les notations qui précèdent, 


À +E (x) 


PT1A,P = PHAP +, = f 
Àn-1 FE 


(0) e 
Pour € > 0 petit ?, aucune de ces valeurs propres n’est nulle et la matrice As est inversible. 


On en déduit que les valeurs propres de Com(A.) sont 


det(A.) det(A.) det(4.) 
Arte? O? Ana He E 


avec 
det( Ae) = (A +E)... (An—1 +e)e. 


On peut alors calculer la trace de la comatrice de As 
det(A:) ais det(A:)  det(4.) 
à +e "Aate e 


tr(Com(A.)) = 


Enfin, la trace de la comatrice de As est une fonction continue de € car polynomiale 3 
On a donc par passage à la limite 


E a det(A.) det(4.) det(4.) 
u = tr(Com(A)) im, ( upe RE N = Àj i ÀAn- Ë 
w Summi 


—0 —0 1. m1 


En résumé, dans tous les cas, les n valeurs propres de Com(A) sont tous les produits 
possibles { de n — 1 facteurs choisis parmi les n valeurs propres de A. 


1. Voir le sujet 41 p. 175 pour une démonstration détaillée dans un cadre analogue. 

2. Il suffit de choisir € inférieur à la valeur absolue des valeurs propres réelles négatives de À, s’il y 
en a. 

3. La trace est la somme des coefficients diagonaux et chacun est une fonction polynomiale en € car 
déterminant d’une matrice extraite de À + eln. 

4. Une démonstration moins directe est aussi possible et plus rapide. Lorsque deux matrices sont 
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Exercice 56 *** (Théorème de Perron) 
Soit & = (æ1,...,%n) et y = (y1,...,Yn) deux éléments de R”. On écrit x < y pour 
signifier z; < y; pour tout i € [1;n]. 

On étudie une matrice À carrée de taille n dont tous les coefficients sont strictement 
positifs et l’on introduit le compact K = {(21,...,7,) € RY | rite tanl} 


(a) Pour x € K, justifier que l’on peut introduire 
O(x) = max{a € R} | ar < Ar}. 


(b) Montrer qu'il existe y € K tel que (x) < 0(y) pour tout x € K. 
(c) Montrer que y est vecteur propre de À associé à la valeur propre y = 4 (y). 
(d) Établir que les valeurs propres complexes À de À vérifient |A| < p. 


(e) Vérifier que les éléments de y sont tous strictement positifs puis que l’espace 
propre complexe associé à la valeur propre u est de dimension 1. 


"1 


Solution 
(a) Soit x = (x1,...,%n) un élément de K. On à ax < Ag si, et seulement si, pour 
tout i € [1;n], 


n 
AT; = [az]; < [Az]; = S Gjt 
j=1 


Lorsque zx; est nul, cette inégalité est assurément vérifiée car les a;,; et les x; sont 
positifs. Lorsque x; n’est pas nul, cette inégalité est vérifiée si, et seulement si, 
ar, 
Ti 


Sachant que x n'est pas le vecteur nul, au moins l’un des x; est non nul et donc 


O(x) = max{a € R} | ax < Ar} = min (£2) 


(b) méthode 
On montre l'existence de la borne supérieure des 0(x) pour x parcourant K 
avant d'établir que celle-ci est un max. 


L'ensemble O = {olx} | ge K } est une partie non vide de R. De plus, pour tout 
x —(x1,...,%n) € K, si z; désigne le plus grand élément parmi z1,..., Zn, ON à 
Ar|; ig z 
ds ke LS 2; < 
Lio j=1 wA J= 


STi 


Qio,j < M 
1 


semblables, on peut montrer que leurs comatrices le sont aussi (voir sujet 40 p. 110). De plus, la comatrice 
d’une matrice triangulaire supérieure est triangulaire inférieure. En trigonalisant la matrice À, les valeurs 
propres de sa comatrice sont les cofacteurs diagonaux de la matrice triangulaire formée. 
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avec 
kiA 

L'ensemble O est donc une partie non vide et majorée de R ce qui autorise à introduire sa 
borne supérieure que nous notons u. Vérifions que celle-ci est un max. Par la réalisation 
séquentielle ! d’une borne supérieure, on peut introduire une suite (z4) d'éléments de K 
telle que 0(xx) converge vers u. La partie K étant compacte, on peut extraire de la 
suite (£4) une suite convergeant dans K. Quitte à ne conserver de la suite (£k) que les 
termes déterminant une suite convergente, on peut supposer que (tx) converge vers un 
élément y de K. 

Pour tout k € N, on a O(xz)xe < Arp. Par passage à la limite des inégalités larges 
coordonnées par coordonnées, on obtient uy < Ay. On en déduit u < 0(y) puis l’éga- 
lité u = 0(y) car u est la borne supérieure des valeurs prises par 4. 


(c) Posons z = Ay— py. Par construction, les éléments du vecteur z sont tous positifs. 


méthode 
| Par l'absurde, on suppose z non nul et l’on étudie y € K colinéaire à Ay. 


Si z n'est pas nul, tous les éléments du vecteur Az sont strictement positifs car les 
coefficients de la matrice A sont strictement positifs et les éléments du vecteur z sont 
positifs avec au moins l’un d'eux non nul. On peut alors introduire £ > 0 assez petit tel 
que cAy < Az ce qui se relit 

(u +£)Ay < A(Ay). 
Enfin, on choisit À € RĦ tel que y’ = ÀAy soit élément de K. Ceci est possible car Ay est 
un vecteur non nul dont tous les éléments sont positifs ce qui permet de prendre À égal à 
l'inverse de la somme de ceux-ci. On a alors (u + €).y' < Ay’ et donc 4(y') > p +E > u. 
C’est absurde car contredit la définition de 4 comme borne supérieure des 0(x) pour x 
parcourant K. 
On en déduit que z est le vecteur nul et donc Ay = py avec y Æ Orn. 


(d) Soit À une valeur propre complexe de À et z = (£1,--.,Zn) € C” un vecteur 
propre associé. Sans perte de généralité, on peut supposer |xı| +--+ |£n| = 1 quitte 
à considérer un vecteur colinéaire à x. Introduisons aussi r+ = (|x1|,...,|2,[) qui est 


élément de K. Pour tout i € [1;n], 


Di = Ari] = < 


1 


aij [æj] (+) 
L 


n 
> Qi jTj 


j=1 


m 


Ceci donne |A| zt < Azt et donc |A] < 8(x*) < y. 

De plus, si |À] est égal à y, il y a égalité? dans chacune des inégalités précédemment 
écrites. En particulier, per) = p ce qui entraîne que x% est vecteur propre associé à 
1. Voir Th 15 du chapitre 6 de l'ouvrage Exercices d'analyse MPSI. 
2. Voir sujet 32 du chapitre 3 de l’ouvrage Exercices d'analyse MPSI. 
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la valeur propre u comme on l’a démontré pour le vecteur y précédemment. De plus, il 
y à aussi égalité dans l'inégalité triangulaire (+) ce qui signifie que les complexes a;,;7; 
figurent sur une même demi-droite issue de lorigine. Les a;,; étant positifs, ceci revient 
à dire qu’il existe y € R tel que x; = |x;[e* pour tout j € [1;n]. Le vecteur x est alors 
colinéaire à £t et est donc associé à la même valeur propre y. 

En résumé, les valeurs propres complexes de À vérifient |A] < y et seule la valeur À = y 
satisfait légalité. 


(e) Le vecteur y est non nul et ses éléments 41,...,% sont tous positifs. De plus, la 
matrice À est à coefficients strictement positifs et donc les éléments de Ay sont strictement 
positifs. Ceux de y le sont alors aussi. 

Soit £ = (x1,...,%n) € C” un vecteur propre associé à la valeur propre y. 


méthode 
On montre que g et y sont colinéaires en formant un vecteur combinaison 
linéaire de x et y dont tous les coefficients sont des réels positifs sauf un qui 
est nul. 


Par l'étude du cas d'égalité dans la question précédente, on peut affirmer que x est co- 


linéaire au vecteur g" = (lz ses xl): Sans perte de généralité, on peut donc supposer 
les éléments z; du vecteur x tous réels positifs. Considérons ensuite le vecteur 


Z= tiy NT 


avec i € [1;n] déterminé de sorte que 


Les éléments du vecteur z sont positifs et celui d’indice 4 est nul par construction. Or, 
par combinaison linéaire de vecteurs propres, Az = pz. Si z n’est pas le vecteur nul, 
tous les éléments de Az sont strictement positifs, notamment celui d'indice + ce qui est 
absurde. On en déduit que le vecteur z est nul et donc x et y sont colinéaires. 


Finalement, l’espace propre associé à la valeur propre p est de dimension + 1. 


1. Cette étude généralise celle déjà menée dans le sujet 28 p. 162. 


CHAPITRE 5 


Réduction Algébrique 


K désigne un sous-corps de C, u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimen- 
sion quelconque et n désigne un entier naturel non nul. 


5.1 Polynômes d'un endomorphisme 


5.1.1 Valeur d'un polynôme en un endomorphisme 
Soit P un polynôme de K[X] : 


N 
Pas Sa X* =o +01 X +- +tanX\ avec N > deg(P). 
k=0 


Définition 
| On appelle valeur du polynôme P en u l’endomorphisme ! de E donné par 


N 
| P(u) ES aput = alde + au +. + ayu”. 
k=0 
La valeur de P = X? — 2X +1 en u est P(u) = u? — 2u + Idp. 
La valeur de lendomorphisme P(u) en un vecteur x de E se note? P(u)(x). 


1. Les puissances de u se comprennent comme des itérés de composition : uë = uo: - -ou (k facteurs). 
2. Il ne faut pas écrire P(u(x)) : les puissances de u(x) n’ont à priori aucun sens. 


k 


mms 


ts nn 
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Théorème 1 
L'application 


| est un morphisme de K-algèbres. 


Par le morphisme ®,,, une factorisation 
X$—-2X+1=(X-1)(X2+X —i) 


donne l'identité | 
u — 2u + Idg = (u — Idg) o (u? + u — Idg). | 


Plus généralement, toute identité polynomiale se transpose aux endomorphismes. 


5.1.2 Polynôme en un endomorphisme 


Définition 

On dit qu’un endomorphisme v de E est un polynôme en u lorsqu'il existe P € K[X] 
tel que v = P(u). 

Pour à E€ K et & € N, (u — Aldg)° est un polynôme en l’endomorphisme u. 


Définition 
On appelle algèbre engendrée par l’endomorphisme u l’ensemble K[u] des polynômes 
enu: 

déf 


Kfu] = {P(u) | P € K[X]} = Vect{u” | n € N}. 


Théorème 2 


Kfu] est une sous-algèbre commutative de L(E). Celle-ci contient l'endomorphisme u 
| et est incluse dans toute sous-algèbre de L(E) contenant u. 


En particulier, les polynômes en u commutent avec u. 


5.1.3 Polynômes annulateurs 
Définition 
| On appelle polynôme annulateur de u tout polynôme P € K[X] vérifiant P(u) = 0. 


Le polynôme nul annule tout endomorphisme. 
Le polynôme X? — X est annulateur des projections vectorielles. 


| Théorème 3 | 
L'ensemble des polynômes annulateurs de l'endomorphisme u est un sous-espace 
vectoriel et un idéal de K[X]. 


Si un polynôme P annule u, les polynômes multiples de P annulent aussi u. 


E __E 


Si À est valeur propre de u alors, pour tout polynôme P de K[X], le scalaire P(A) est 
valeur propre! de P(u) associé aux mêmes vecteurs propres. On en déduit le résultat qui 


5.1 Polynômes d’un endomorphisme č 
suit : 


Théorème 4 
Les valeurs propres de u figurent parmi les racines de ses polynômes annulateurs. 


Cependant, un polynôme annulateur de u peut admettre des racines qui ne sont pas 
valeurs propres de u. 


5.1.4 Polynômes annulateurs en dimension finie 


On suppose l’espace E de dimension finie. 


| Théorème 5 (Théorème de Cayley-Hamilton) 
| Le polynôme caractéristique x. est annulateur de u. 


L'ensemble des polynômes annulateurs de l’endomorphisme u est alors un idéal de K[X] 
non réduit au polynôme nul. Il existe donc un unique polynôme unitaire IL, tel que les 
polynômes annulateurs de u sont exactement les multiples de Ily. 
Définition 

| Ce polynôme IL, est appelé polynôme minimal de l’endomorphisme u. 
Le polynôme IL, est annulateur de u et diviseur du polynôme caractéristique x... C’est par 
conséquent un polynôme de degré d inférieur à n dont les racines dans K sont exactement 
les valeurs propres de u. 


Si P est un polynôme de K|X] et si R est le reste de la division euclidienne de P par le 
polynôme minimal Il, on vérifie P(u) = Ru) avec deg(R) < deg(Il,). On en déduit : 


Théorème 6 
Si d est le degré du polynôme minimal IL, la famille (Idg, u,.… ,u%?) est une base 
lPalgèbre Kfu] des polynômes en u. 


5.1.5 Polynômes d’une matrice carrée 
Soit À une matrice de Mn(K) et P un polynôme de K[X] : 


N 
P= X di =ao+ta X+- +anX™ avec N > deg(P). 
k=0 


1. Voir sujet 1 p. 202. 


ss 
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Définition 
| On appelle valeur du polynôme P en A la matrice de Mn(K) donnée par 


N 
P(A) EJ aA" = aoln +maA+-..+an A". 
k=0 


Si la matrice À est triangulaire, les coefficients diagonaux de P(A) sont remarquables : 


Mo (s) PO) (4) 
Pour À = EA , P(A)= i, 
(O) An (0) Pn), 
Si A est la matrice dans une base e d’un endomorphisme u d’un espace Æ de dimension 


finie, P(A) figure l’endomorphisme P(u) dans la même base. 


Les résultats qui précèdent se transposent aux matrices : 


Théorème 7 


L'application 
rad K[X] > M,(K) 
a Pr P(A) | 


est un morphisme de K-algèbres. 


L'image K[A] du morphisme &4 est une sous-algèbre commutative de Mn(K). Ses élé- 
ments sont les polynômes en A. Celle-ci est incluse dans toute sous-algèbre de M,(K) 
contenant À. 


Le noyau du morphisme 4 est un sous-espace vectoriel et un idéal de K[X]. Celui-ci 
regroupe les polynômes vérifiant P(A} = On. Ces derniers sont les polynômes annulateurs 
de À. 
Théorème 8 | 
Les valeurs propres de À figurent parmi les racines de ses polynômes annulateurs. 


Encore une fois, il est possible qu’une racine d’un polynôme annulateur ne soit pas valeur 
propre de la matrice qu’il annule. 


| Théorème 9 (Théorème de Cayley-Hamilton) 
Le polynôme caractéristique XA est annulateur de À. 


Enfin, on peut introduire le polynôme minimal de À : celui-ci est unitaire, annulateur et 
tout polynôme annulateur de À en est multiple, notamment le polynôme caractéristique. 
Comme pour le polynôme caractéristique, ses racines sont exactement les valeurs propres 
de À. 
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5.2 Réduction et polynômes annulateurs 


5.2.1 Lemme de décomposition des noyaux 


Théorème 10 (Lemme de décomposition des noyaux) | 
| SER 0 Pm sont des éléments de K[X] deux à deux premiers entre eux de produit | 


| Ker(P{u)) = 6 Ker(Pz{u)). | 


En particulier, si À1,...,À,, sont des valeurs propres deux à deux distinctes de u, ON 
retrouve que les sous-espaces propres associés sont en somme directe puisque les poly- 
nômes X — À, sont deux à deux premiers entre eux. 


5.2.2 Diagonalisabilité 


Dans la suite, l’espace E est supposé de dimension finie. 


Théorème 11 
On a équivalence entre : | 
G) u est diagonalisable ; 

(ii) u annule un polynôme scindé sur K à racines simples : | 
| (ii) le polynôme minimal de u est scindé sur K à racines simples. 


Le polynôme minimal de u est alors le produit des (X — À) avec À parcourant les valeurs 
propres de u. 


Ce résultat se transpose aux matrices carrées : 


m heorenie 12 


Une matrice À de M, (K) est diagonalisable si, et seulement si, elle annule un poly- 
| nôme scindé sur K à racines simples. j 


5.2.3 Trigonalisabilité 


Théorème 13 
On a équivalence entre : 
(i) u est trigonalisable: 
(ii) u annule un polynôme scindé sur K ; 
(ii) le polynôme minimal de u est scindé sur K. 


De plus, l'espace FE cst alors la somme directe de sous-espaces stables par u sur chacun 
desquels u induit la somme d’une homothétie et d’un endomorphisme nilpotent. 


mt 


O 
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Ce résultat se transpose aux matrices carrées. En particulier, lorsque À € Mn(K) est 
trigonalisable, celle-ci est semblable à une matrice diagonale par blocs où chaque bloc 
diagonal est de la forme AT, + N avec À valeur propre de A, œ sa multiplicité et N une 
matrice nilpotente de taille @. 


5.2.4 Réduction d’un endomorphisme induit 


Si F est un sous-espace vectoriel stable par lendomorphisme u, on peut introduire Pendo- 
morphisme induit ur. Le polynôme minimal de celui-ci est alors un diviseur du polynôme 
minimal de u. 


Théorème 14 ) 
Soit F° un sous-espace vectoriel stable par un endomorphisme u. 

a) Si u est diagonalisable, l’endomorphisme induit up l’est aussi; 
b) Siu est trigonalisable, l’'endomorphisme induit ur l’est aussi. 


Lorsqu'un endomorphisme est diagonalisable, ses sous-espaces stables sont exactement 
ceux admettant une base de vecteurs propres t. 


5.3 Exercices d'apprentissage 


5.3.1 Polynômes d’un endomorphisme, d’une matrice carrée 


Exercice 1 
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et P un polynôme de K[X]. 
Montrer que si À € K est une valeur propre de u, P(A) est une valeur propre de P(u). 


Solution 
Soit À € K une valeur propre de u et x Æ 0g un vecteur propre associé. 


méthode 
| On montre P(u)(x) = P(A)x en commençant par le cas P = XF, 
Vérifions l'égalité? u*(x) = ÀË.x par récurrence sur k € N. 
Pour k = 0, l’application u? est l'endomorphisme Idg puisqu'il s’agit du neutre pour 
le produit de composition. Sachant de plus À = 1, l'égalité u°{x) = A?z est vraie. 
Supposons la propriété établie au rang k > 0. Au rang suivant, on obtient par linéarité 


le (uo u") (z) = u(u*(x)} = u(Aà"z) = AFu(z) = Attie. 


La récurrence est établie. 


1. Voir sujet 8 p. 207. 

2. Il importe d'interpréter correctement P(u)(x) lorsque P = XF. Ce n’est pas P(u(x)} = (u(z))" ce 
qui signifierait une puissance pour une multiplication qui n’est pas introduite. Il faut plutôt comprendre 
u” (æ) = (uo --- o u)(r) (composition à k facteurs). 
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Poursuivons en décrivant le polynôme P par l'introduction de ses coefficients 
P=a+aX+...+anX" avec ag... ay EKet N > deg(P). 


L'endomorphisme P(u) est alors P = aoldg + aru +: +anu™ et donc 


N N N 
P(u)(x) = D (au(x) =X (aa) D su }s = P(\)z. 


k=0 k=0 


Sachant le vecteur x non nul, on peut affirmer que P(A) est valeur propre de P(u) associée 
au vecteur propre g. 

Finalement, lorsque À est valeur propre de u, P(A) est valeur propre de P(u) associée 
aux mêmes vecteurs propres. 


Exercice 2 
Montrer qu’un endomorphisme nilpotent d’un espace non réduit au vecteur nul ad- 
met une et une seule valeur propre qui est 0. 


Solution 

Ce résultat est déjà connu en dimension finie (Th. 25 p. 129). Il s’agit ici de le retrouver 
sans hypothèse de dimension. Soit u un endomorphisme nilpotent d’un espace E non 
réduit au vecteur nul. Introduisons p € N* tel que uw? = 0. 


méthode 
| Les valeurs propres sont racines des polynômes annulateurs (Th. 4 p. 199). 


L'égalité u? = 0 signifie que le polynôme XP est annulateur de l’endomorphisme u. Les 
valeurs propres de u figurent donc parmi ses racines. On en déduit que seul 0 peut être 
valeur propre de u. Inversement, vérifions que 0 est valeur propre de u. 


méthode 
0 est valeur propre d’un endomorphisme si, et seulement si, celui-ci n’est pas 
injectif. 


Par l’absurde, si l’endomorphisme u est injectif, les compositions uou, uouou, etc. sont 
toutes injectives car la composition de deux injections définit une injection. Cependant, 
l’application u? n'est pas injective car c’est l'application nulle. C’est absurde. 

On en déduit que u n'est pas injectif, c'est-à-dire que 0 est valeur propre de u. 


Exercice 3 
Soit u un endomorphisme bijectif d’un espace de dimension finie n > 1. Montrer que 
l'est un polynôme en u. 


son inverse u` 


| 
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Solution 


méthode 


Le théorème de Cayley-Hamilton (Th. 5 p. 199) détermine! un polynôme 


annulateur de u permettant d'exprimer u™t. 


Le polynôme caractéristique de u peut s’écrire 
Xu = X” +an-1 X 1 + +X +a avec ao = (—1)"det(u) £ 0. 
L'égalité Xu(u) = 0 donne alors 
u” Han au + + au + aoldg = 0. 
En réorganisant les membres, on obtient 
u” + an au” + Lau = —uoldg. 


En composant par l'application w ! à gauche (ou à droite), il vient 


UPT! Han ut + + ldg = agu! 
puis 
1 f; 
u? L a (ur? i dniu? Arre aldg) € Kfu]. 
0 
Exercice 4 | 


(a) Déterminer le polynôme minimal de chacune des matrices réelles suivantes. 


S el 
ae c B= (1 =) et C=l1 3 —1 
SR 


(b) Exploiter ces polynômes minimaux pour exprimer A”, B” et C” pour n € N. 


Solution 


(a) méthode 
Le polynôme minimal d’une matrice (resp. d’un endomorphisme) est un divi- 
seur du polynôme caractéristique qui a les mêmes racines. 


Le polynôme caractéristique de A est ya = X? —5X +6 = (X —2)(X —3). Le polynôme 
minimal [TA le divise et ses racines sont 2 et 3 : on en déduit H4 = (X — 2)(X — 3). 

Le polynôme caractéristique de B est xg = X? — 4X +4 = (X — 2)?. Le polynôme 
minimal IIg le divise et 2 est sa seule racine. Le polynôme Hpg peut donc être égal 
à X — 2 ou (X — 2)?. Cependant, le polynôme X — 2 n’annule pas B car B £ 2.L. On 
en déduit IIg = (X —2}?. 


1. On peut aussi introduire le polynôme minimal de u sachant que 0 n’en est pas racine. 
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Après quelques calculs, le polynôme caractéristique de C est xc = (X — 2)? (X — 3). 
Le polynôme minimal IIc le divise et ses racines sont 2 et 3. Le polynôme IIc peut donc 
être égal à (X — 2)(X — 3) ou (X — 2)?(X — 3). En évaluant (X — 2)(X — 3) en C, on 
constate que ce polynôme est annulateur et donc IIc = (X — 2)(X — 3). 


(b) Soit n € N. 


méthode 
On détermine le reste de la division euclidienne de X” par le polynôme mini- 
mal. 


Pour calculer A on pose la division euclidienne de X par le polynôme I 4. Celle-ci 
3 F 
s'écrit 


X” =(X—2)(X —3)Qh +R, avec Qn, Rn € R|X] et deg(R,) < 2. 
En notant an et bn les coefficients du polynôme Rp, l'égalité ci-dessus devient 
X” = (X — 2)(X — 3)Qn + an X + bn- (+) 


Pour déterminer an et bn, on évalue (x) en les racines 2 et 3 afin d'éliminer le facteur Qn. 


Ceci produit le système 
2an + bn = 2" 
3an + bn = 37. 


Après résolution, (x) devient 
X” = (X —2)(X —3)Q, + (3° — 2") X + (3.27 — 2.3") (xx) 
On évalue alors (**) en la matrice À pour obtenir 
A” = (A — 212)(4 — 313)Qn(A) + (8° — 2”) A + (3.27 -23")L 
= 3" (A — 21) +2"(3l2 — A) car (A —212)(A — 313) = H4(A) = On. 


Pour calculer B”, on opère de façon semblable en réalisant la division euclidienne 
de X” par (X — 2)? 


X” =(X — 2) Qn+anX +bn avec an,bn €R et Qn € RIX]. (A) 


Pour déterminer a, et bn, on évalue (A) en la racine 2 et l’on dérive (A) avant d'évaluer 
à nouveau en 2. On forme ainsi le système 


2an + bn = 2” 
An = n27-1, 
Après résolution, (A) devient 
X” = (X — 2} Qn +n92 IX — (n 127. (AA) 


| | 
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Pour terminer, on évalue (AA) en la matrice B pour obtenir 
B” = n?! B — (n—1)2"L. 


Enfin, le polynôme minimal de C étant celui de A, le calcul de C” se résout en éva- 
luant (#+) en C': 
C” = UC HD (83L 0): 


5.3.2 Réduction et polynômes annulateurs 


Exercice 5 
Soit u un endomorphisme d’un espace réel © vérifiant u3 = Idp. Justifier que les 
| espaces Ker(u — Idg) et Ker (u? + u + Id x) sont supplémentaires. 


Solution 


méthode 
L'application du lemme des noyaux (Th. 10 p. 201) avec un polynôme annu- 
lateur permet de réaliser une décomposition en somme directe d’un espace. 


Le polynôme X? —1 = (X — 1) (X? +X + 1) est annulateur de u et les facteurs X — 1 
et X? + X + 1 sont premiers entre eux!. On peut appliquer le lemme des noyaux et 
conclure 


E = Ker(u° Idg) = Ker(u — Idg) B Ker(u? + u + Idz). 


Exercice 6 
Soit y une forme linéaire non nulle sur un espace E de dimension finie, a un vecteur 
de E et f ’'endomorphisme de Æ déterminé par 


f(x) = paix — p(x)a pour tout z € E. 


Calculer f o f et former une condition nécessaire et suffisante portant sur a et & pour 
que f soit diagonalisable. 


Solution 
Pour x € E, on obtient 


(f o f(x) = F(F(x)) = f (plaje — p(x)a) 
= (a)f{x) — p(x) f(a) = pla) f (2). 


= 
=0g 


Par conséquent, f o f = g(a) f. 


1. Pour que deux polynômes de K|X] soient premiers entre eux, il faut et il suffit qu’ils n'aient pas 
de racines complexes en commun. 
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méthode 
Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si, il annule un polynôme 
scindé à racines simples (Th. 11 p. 201). 


Le polynôme P = X? — (a)X = X(X — p(a)) est annulateur de f. 

Cas : (a) # 0. Le polynôme P est scindé sur K et à racines simples : l’endomor- 
phisme f est diagonalisable L 

Cas : @(a) = 0. Le polynôme P est égal à X? ce qui ne permet plus de conclure aussi 
immédiatement. Cependant, 0 est la seule racine de ce polynôme et donc la seule valeur 
propre possible (Th. 4 p. 199) de f. On en déduit que f est diagonalisable si, et seulement 
si?, f est Pendomorphisme nul. Sachant que l'expression de f se simplifie en f(x) = y(x)a 
lorsque w(a) = 0 et sachant que la forme linéaire y est non nulle, l’endomorphisme f est 
diagonalisable si, et seulement si, a est le vecteur nul. 

En résumé, f est diagonalisable si, et seulement si, (a) # 0 ou a = 0p. 


| Exercice 7 
Soit À une matrice de M,(R) vérifiant A? + A? + A = On. Montrer que le rang de À 
est pair et que sa trace est un entier. 


Solution 
Le polynôme X? + X? + X = X(X? + X +1) est annulateur de A. Il n’est pas scindé 
sur R mais peut s'écrire X(X — j)(X — j?) dans C[X] avec j = e2ir/8. 


méthode 
La matrice À est diagonalisable dans M,(C) car annule un polynôme scindé 
sur C à racines simples (Th. 12 p. 201). 


Dans M,(C), la matrice À est semblable à une matrice diagonale D où, sur la dia- 
gonale, figurent ses valeurs propres comptées avec multiplicité. Les valeurs propres de À 
sont racines du polynôme annulateur X(X — j )(X — 52), ce ne peut donc qu'être 0, j 
et j? = j. Notons p, q et r les multiplicités de chacune, quitte à ce que celles-ci soient 
nulles si les valeurs associées ne sont pas valeurs propres. La matrice À étant réelle, les 
multiplicités des valeurs propres conjuguées sont égales et donc q = r. Le rang et la trace 
de la matrice À étant égaux au rang et à la trace de D, on conclut 


re(A)=2GE2N et tr(A)=px0+qj +4} =-qeZ. 


Exercice 8 

Soit u un endomorphisme diagonalisable d’un espace E de dimension finie n > 1. 
Montrer qu’un sous-espace vectoriel de E est stable par u si, et seulement si, il 
possède une base formée de vecteurs propres de u. 


1. L'étude des éléments propres de f montre que (a) est valeur propre d'espace propre Ker(ç) tandis 
que 0 est valeur propre d'espace propre Vect(a). 
2. Un endomorphisme diagonalisable dont À est la seule valeur propre est Aldx (voir sujet 5 p. 134). 


| mms 
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Solution 

( <= ) Soit F un sous-espace vectoriel possédant une base (e1,...,e,) formée de vec- 
teurs propres de u. Pour tout j € [1;p], on peut écrire u(e;) = Àje; € F en introdui- 
sant À; la valeur propre associée au vecteur propre ej. Par combinaison linéaire, on a 
alors u(x) € F pour tout x € F. Ainsi, un sous-espace vectoriel possédant une base de 
vecteurs propres est stable. 

( = ) Soit F un sous-espace vectoriel stable par u. On peut introduire u’ l’endomor- 
phisme induit par u sur F. 


méthode 
Les endomorphismes induits par un endomorphisme diagonalisable sont dia- 
gonalisables (Th. 14 p. 202). 


Puisque u est diagonalisable, l’endomorphisme induit u’ l’est aussi et il existe une base 
de F formée de vecteurs propres de u’. Or les vecteurs propres de u’ sont des vecteurs 
propres de u et l’on peut conclure. 


5.4 Exercices d'entraînement 


5.4.1 Polynômes d’un endomorphisme, d'une matrice carrée 


Exercice 9 * 
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel Æ de dimension n > 1. 

On suppose qu'il existe un vecteur To € E tel que la famille (xo,u(xo). “ut o) 
est libre. Montrer que les polynômes en u sont les seuls endomorphismes qui com- 
mutent avec u. 


Solution 
On sait déjà que les polynômes en u commutent avec u. Inversement, considérons v 
un endomorphisme commutant avec u. La famille (to, u(xo), swi “un fro)) étant libre 


et formée de n = dim FẸ vecteurs de E, c’est une base de E. On peut alors écrire 
u(xo) = aozo + aiu(To) +--+ an-iu" (xo) avec ao,a1,...,an-1 EK. 


Ceci invite à introduire l’endomorphisme w = aoldg + au +*+ + an 1u"" qui est un 
polynôme en u et à vérifier v = w. 


méthode 
On peut montrer que deux applications linéaires sont égales en observant 
qu’elles prennent les mêmes valeurs sur les vecteurs d’une base. 


Par construction, les applications v et w sont égales en le vecteur xo. Plus généralement, 
pour k € [0;n — 1], on peut écrire en exploitant la commutation de v et w avec u" 


v(u* (x0)) = uă (v(xo)) = u? (w(xo)) = w (u*(x0)). 
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Les applications linéaires v et w sont donc égales sur chacun des vecteurs de la base 
(£o, u(xo),..., ul {(xo)), elles sont donc égales sur Æ. Finalement t, v € Kfu]. 


3 Exercice 10 * 
Soit A, B € Mn(K). On suppose qu’il existe un polynôme P € K[X] vérifiant 


AB=P(A) et P(0) #0. 


Montrer que À est inversible et que À et B commutent. 


Solution 


méthode 
On transforme l'égalité AB = P(A) afin de déterminer une matrice C telle 
que AC = Ín. 


Le polynôme P peut s’écrire 
P=P(0)+aX+..+anX" avec a1,...,an EK. 
L'égalité AB = P(A) donne alors 
AB = POI ta A+ tan AN 


et donc 
A(B - (als + aA +--+ + an A=) ) = POT. 
w 


On en déduit que À est inversible et son inverse est "4 
1 
= N-1 
= pg (P (aim +aA+.+axA )). 


En reprenant les calculs en sens inverse, l'égalité ATHA = In donne BA = P(A) et l’on 
peut conclure que À et B commutent. 


5.4.2 Polynômes annulateurs 


Exercice 11 * 
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel réel. On suppose qu’il existe un 
polynôme P annulateur de u dont 0 est racine simple. Montrer Ker(u) = Ker(u?). 


1. La liberté de la famille (xo,u(xo),...,u"-l(x0)) entraîne que le polynôme minimal de u est de 
degré au moins égal à n et donc égal à n. L'espace K[u] des endomorphismes qui commutent avec u 
est donc de dimension n (voir sujet 19 du chapitre 8 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités 
MPS). 
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Solution 
L’inclusion Ker(u) € Ker(u?) est toujours vraie. Il s’agit d'établir l'inclusion réci- 
proque. Soit x € Ker(u?). 


méthode 
| Le polynôme annulateur P s'écrit P = aX + X?Q avec a £ 0 et Q € K[X]. 


L'égalité P(u)(x) = 0g donne 
au(x) + (u? o Q(u)) (£) = Op. (+) 
Les endomorphismes u? et Q(u) commutent et donc 
(u? o Q{u))(x) = (Q(u) o u?) (£) = Qlu) (u? (2)) = Q) (02) = 0. 


L'égalité (+) devient au(x) = Og et donc u(x) = 0p car a Æ 0. Ainsi, x € Ker(u) et l’on 
peut conclure Ker(u) = Ker(u?) par double inclusion. 


Exercice 12 ** 
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel Æ. On suppose qu’il existe deux 
polynômes P, Q € K[X] premiers entre eux vérifiant (PQ)(u) = 0. 


(a) On suppose l’espace E de dimension finie. Montrer 


Ker(P(u)) & Im(P(u)) = E. 


(b) On ne suppose plus l’espace E de dimension fini. Le résultat précédent est-il 
|_encore vrai? J 


Solution 
(a) Les polynômes P et Q étant premiers entre eux, le lemme de décomposition des 
noyaux (Th. 10 p. 201) assure que les espaces Ker(P(u)) et Ker(Q(u)) sont en somme 
directe. Or l'égalité Q(u) o P(u) = (PQ)(u) = 0 donne Im(P(u)) C Ker(Q(u)) et les 
espaces Ker(P(u)) et Im(P(u)) sont donc aussi en somme directe. De plus, la formule 
du rang appliquée à l’endomorphisme P{u) donne 


dim Ker(P(u)) + dim Im(P(u)) = dim E 
et donc 


Ker(P(u)) & Im (P(u)) = E. 


(b) Vérifions que le résultat précédent demeure en dimension quelconque. Comme ci- 
dessus, on sait déjà que les espaces Ker(P(u)) et Im(P(u)) sont en somme directe. Il 
reste à établir que leur somme est égale à E. Soit x un élément de E. 


méthode 


Les polynômes P et Q étant premiers entre eux, on peut introduire des poly- 
nômes V et W vérifiant PV +QW = 1 et produire une démonstration proche 
de celle du lemme de décomposition des noyaux (Th. 10 p. 201). 
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En évaluant la relation PV + QW = 1 en u, on obtient l'identité 
Idg = P(u) o V (u) + Qlu) o W (u). 
En calculant en le vecteur z, il vient alors 
z=a+b avec a= P(u)o V(u)(£z) et b=Q{u)oWi(u)(x). 


On a immédiatement a € Im(P{u)) car a = P(u)(y) avec y = V(u)(x). On a aussi b 
élément de Ker(P(u)) puisque 


P(u)(b) = (PQ)(u)o Wiu)(x) = 0 car PQ(u)=0. 


Ainsi, tout vecteur de E s'écrit comme la somme d’un vecteur de Im(P(u)) et d’un 
vecteur de Ker(P(u)) et l'on peut conclure à légalité 


Ker(P(u)) &Im(P{u)) = E. 


[ Exercice 132% 
Soit À, u € R et p,q, f trois endomorphismes d’un espace vectoriel réel E vérifiant 


f= àp+pg 
P=Xp+pa 
P =Xp+ nÿq. 


Exprimer f” en fonction de À, u, p et q pour tout n € N*. 


Solution 


méthode 
| On détermine un polynôme annulateur de f à partir duquel on calcule f” par 
| une division euclidienne. 


Par élimination de p, à l’aide de la première et de la deuxième équation d’une part, et 
de la deuxième et troisième équation d’autre part, on a 


P -àf =u- àg et P -AP = plu- Aya. 
En combinant ces deux équations, on élimine q et l’on parvient à 
(PAF) -eP af) = PAHE +auf =O. 


Ainsi, le polynôme P = X? — (A+ p)X? +AuX = X(X —A)(X — y) est annulateur de f. 
Soit n € N°. On réalise la division euclidienne de X”~t par (X — A(X — y) : 


XML = (X AUX — u)Qn +R avec Rn = An X + bn ct an, bn E€ R. 
En multipliant cette relation par X, on obtient 


X” = X(X -AXX — p)Qn + an X? + bn X. (+) 
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En évaluant en f, il vient 


LP = anf? + bn f = (an À? + bn À)p + (anu? + bnlt}q- 
Or en évaluant (x) en À et u, on obtient aussi 
anA? += À et anp + bu = p”. 
On peut donc conclure 


ft = \'p+uq pour tout n > 1. 


5.4.3 Réduction et polynômes annulateurs 


Exercice 14 * 

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel Æ de dimension 3. 

On suppose que 1 et —1 sont valeurs propres de f et que ft = f?. Montrer que f 
est diagonalisable. 


Solution 


méthode 
| La relation f4 = f? détermine un polynôme annulateur de f. 


Le polynôme X4 — X? = X?(X — 1)(X + 1) est annulateur de f. Ce polynôme est 
scindé mais n’est pas à racines simples... On étudie! les valeurs propres de f. Celles-ci 
sont racines du polynôme annulateur X4-— X? et donc Sp(f) € {0, 1, —1}. Aussi, 1 et —1 
sont par hypothèse valeurs propres. Deux cas sont alors possibles. 

Cas : Sp(f) = {0,1,-1}. L’endomorphisme f est diagonalisable car possède 3 valeurs 
propres en dimension 3. 

Cas : Sp(f) = {1,-1}. L’endomorphisme f est inversible car 0 n’en est pas valeur 
propre. On peut alors simplifier la relation ft = f? en composant par ft et affir- 
mer f? = Idy. Le polynôme X? — 1 = (X —1)(X + 1) est donc annulateur de f, il est 
aussi scindé à racines simples et, par conséquent, f est diagonalisable (Th. 11 p. 201). 


Í Exercice 15 * 
Soit À € MalR) vérifiant A? = Iz et A £ Íz. 
(a) Déterminer les valeurs propres réelles de A. 


(b) Déterminer les valeurs propres complexes de A. 


1. On peut aussi étudier le polynôme minimal de f : celui-ci est de degré inférieur à 3, divise Xt- x? 
et 1,—1 en sont racines, il est nécessairement scindé à racines simples. 
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Solution 


(a) méthode 
| Les valeurs propres sont racines des polynômes annulateurs (Th. 8 p. 200). 


Le polynôme X’ —1 annule A et 1 est sa seule racine réelle donc la seule valeur propre 
réelle possible de A. Cependant, la matrice À est réelle et de taille impaire, elle possède t 
donc au moins une valeur propre. On en déduit que 1 est l’unique valeur propre réelle 


de À. 


(b) Dans C, le polynôme X? — 1 possède trois racines complexes qui sont les racines 
troisième? de l'unité 1, j et j”. Le spectre complexe de A est donc inclus dans {1, j, 32}. 
De plus, comme on l’a vu au-dessus, 1 est valeur propre de À. Aussi, la matrice À étant 
réelle, ses valeurs propres sont deux à deux conjuguées et donc 


j E€ Spe(A) = ÿ? € Spc(A). 


Ainsi, le spectre complexe de A est égal à {1} ou à {1 siy J ye Cependant, la matrice À 
est diagonalisable dans M3(C) car annule X? — 1 = (X —1)(X — j)(X — 5?) qui est un 
polynôme complexe scindé à racines simples (Th. 12 p. 201). Par l'absurde, si 1 est la 
seule valeur propre de À, la matrice À est semblable à la matrice I3 et donc égale à Is. 
Le sujet exclut cette possibilité et l’on peut conclure 


Spc(4) = {133°}. 


Exercice 16 * 
Soit M € Mn (R) vérifiant M? — M = In. Montrer que M est diagonalisable. 


Solution 


méthode 
|| On détermine un polynôme annulateur scindé à racines simples (Th. 12 p. 201). 


On réorganise les membres afin de séparer M et M 
‘M = M?-1,. 
On élève au carré chaque membre 
(M) = (M? = In)? = M* — 2M? + In. 


Or 
(MY = (MP) =M +n) = M +1 


et donc 
M +1 = Mt — 2M? +n. 


1. Le polynôme caractéristique de À est réel et de degré impair, il possède au moins une racine réelle. 
2. Rappelons j = e2i7/3 et 7 = 2. 


| ut 
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On en déduit que le polynôme X* — 2X 2 — X est annulateur de M. Or 
1 5 - 1-15 
i ape V5 


2 


X1-9X?-X=-X(X+1D(X—-a)(X—8B) avec a= 
o Å — aa 
=X?-X-1 


La matrice M annule un polynôme réel scindé à racines simples, elle est donc diago- 
nalisable dans Mp (R). 


Exercice 17 ** 


(a) Déterminer toutes les matrices de Mn (€) vérifiant 


mia a et t(M)=n. 


(b) Déterminer toutes les matrices de Mn (C) vérifiant 


W = SO a tr ME 0 


Solution 
(a) Soit M une matrice solution. 


méthode 
La trace de la matrice complexe M est la somme de ses valeurs propres comp- 


tées avec multiplicité. 


La matrice M annule le polynôme X” — 1. Les valeurs propres de M figurent donc 
parmi les racines de ce polynôme : ce sont des racines n-ièmes de l'unité. Or toutes les 
racines n-ièmes ont une partie réelle inférieure à 1 et seule la racine 1 est de partie réelle 
égale à 1. Par l'absurde, si l’une des valeurs propres de M est différente de 1, la partie 
réelle de tr( M) est strictement inférieure à n ce qui contredit l'hypothèse tr( M) = n. On 
en déduit que seul 1 est valeur propre de M et celle-ci est de multiplicité n. 

Enfin, M est diagonalisable car annule le polynôme X” — 1 qui est scindé sur € et à 
racines simples. On peut alors conclure M = I, car 1 est son unique! valeur propre. 


La réciproque est immédiate. 


(b) Soit M une matrice solution. Celle-ci annule le polynôme X(X — 1)”. Les valeurs 
propres de M ne peuvent donc qu'être O ou 1. Or la trace de M est nulle et celle-ci 
est la somme des valeurs propres de M comptées avec multiplicité. On en déduit que 
seule 0 est valeur propre de M et celle-ci est de multiplicité n. Cependant, on ne peut 
pas conclure aussi rapidement que dans l'étude précédente car on ignore si la matrice M 
est diagonalisable. 


méthode 
|| Si À n'est pas valeur propre de M, la matrice M — AL, est inversible. 


1. Voir sujet 5 p. 134. 
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Puisque 1 n’est pas valeur propre de M, la matrice M —In est inversible. En multipliant 
par son inverse, on peut simplifier la relation M(M — In)” = O, pour obtenir M = On. 
La réciproque est immédiate. 


Exercice 18 ** 
Soit A, B € Mn (R) vérifiant AB = BA et M la matrice de Mon (R) donnée par 


A B 
Ma o A 
(a) Montrer que pour tout polynôme P de RX] 


P(A) P'(A)B 
gon a) 


(b) Énoncer une condition nécessaire et suffisante portant sur A et B pour que M 
soit diagonalisable. 


Solution 
(a) Montrons par récurrence ! l'égalité 


AF kAF-IB 
k 
Ma 


pour tout? k € N* 
Pour k = 1, légalité est vérifiée. Supposons celle-ci vraie au rang k > 1. 


k+l k_ [A EN [AF kA1B\ JAN kA¥B+BAF 
M -um = (à A AF TAO Akt 


= 


Or A et B commutent et donc BAF = AFB puis 


MEH _ Ak+1 (k+ 1)AFB 
0 Af+t + 


La récurrence est établie. 
Considérons ensuite P = ag +a1X +- +an X” un polynôme réel. On a 


P(M) = aglon +0 M +-+ an MN 


N N \ 
> ap A" 5 kakA*T1B 
k=0 k=1 


N 
0 y ap AF 
k=0 


N (ra a 


j l. On peut aussi appliquer la formule du binôme en écrivant M = (4 g ) + (8 A ) où les deux matrices 
introduites commutent et la seconde est nilpotente d'indice 2. 
2. On considère séparément k = 0 afin de ne pas écrire AT! puisque l’on ignore si À est inversible. 


oo 
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(b) méthode 
| On analyse la diagonalisabilité de M à l’aide d’un polynôme annulateur. 


Supposons que M est diagonalisable. La matrice M annule un polynôme réel P scindé 
à racines simples. Les calculs qui précédent montrent que À annule alors ce polynôme et 
donc A est nécessairement diagonalisable. Au surplus, on a P/(4)B = On. 


méthode 
On montre que la matrice B est nulle en vérifiant que la matrice P'(A) est 
inversible. 


En notant A1,- - - , Àn les valeurs propres de À comptées avec multiplicité, les matrices À 
et P'(A) sont respectivement semblables à 


M (0) FAN . 
D = & et P'(D)= ee 
(0) à, (0) P'(An) 


Or les valeurs propres de À sont racines de P et ce polynôme n’admet que des racines 
simples. On en déduit que les coefficients P'(A),...,P'(À,) sont tous non nuls et la 
matrice P'(À) est inversible. L'identité P'(A)B = On donnet alors B = Oh. 

En résumé, si M est diagonalisable, À est diagonalisable et B est nulle. 

Inversement, si À est diagonalisable et B nulle la matrice M est diagonalisable car un 
polynôme annulateur de À scindé sur R à racines simples annule aussi? M. 


Exercice 19 ** 
Soit À € MR). À quelle condition la matrice M de MAR) suivante est-elle 


diagonalisable ? 
0 A 
M= (o A 
Solution 
méthode 1 
On exploite une diagonalisation de la matrice ( 2 : ) afin de diagonaliser M 
par blocs. ` 


Après études des éléments propres, on peut écrire 


0 1\._ pfl yp . {L1 ai f2 =l 
(e, J= P avec Peli J et P =i ? 


1. Une variante élégante est la suivante. Les polynômes P et P’ sont premiers entre eux car sans 
racines complexes en commun. On peut écrire une relation de Bézout 1 = UP + VP'. En évaluant 
celle-ci en À et en multipliant par B, on conclut B = U(A)P(A)B +V(A)P'(A)B = On. En fait, P’ (A) 
est inversible d’inverse V(A). 

2. Aussi, si P est une matrice inversible diagonalisant À, la matrice Q = CF D) diagonalise M. 


| 
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Réalisons une extension par blocs de la matrice P en considérant 


=Z ln ln 
o= (E a) 


Par le calcul d’un produit par blocs, on vérifie que Q est inversible d’inverse 
21» —I, 
—i _ n n 
aà w) 
Toujours par produit par blocs, on obtient 
z A 0 
M' z 1 = 
aua= (5 a4) 
Soit II un polynôme réel. On vérifie ! 


LE ea 


Les polynômes annulateurs de M (qui sont aussi annulateurs de M”) annulent la ma- 
trice À : si M est diagonalisable, M annule un polynôme scindé sur R à racines simples 
et la matrice À l'annule aussi, elle est diagonalisable ?. 

Inversement, si À est diagonalisable, on peut introduire une matrice R € GL,(R) 
telle que À = RDR! avec D matrice diagonale de taille n. En considérant la matrice 


inversible 
—1 
S= és 3 d’'inverse S71 = =- 


z D 0 
(QS) !MQS = (i D 


on a 


et donc M est diagonalisable. 
Finalement, la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, la matrice À l’est. 


Exercice 20 *** 
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie n > 1. 


(a) On suppose que f est diagonalisable. Montrer que f? est diagonalisable et que 
les noyaux de f et f? sont égaux. 


On étudie désormais la propriété inverse. 

(b) Par un exemple, montrer que si f? est diagonalisable, f n’est pas nécessairement 
diagonalisable. 

(c) On suppose f? diagonalisable et f inversible. Montrer que f est diagonalisable. 


(d) On suppose f? diagonalisable et Ker(f) = Ker(f?). Montrer à nouveau que f 
est diagonalisable. 


a A 


1. La démarche est semblable à celle déjà détaillée dans le sujet 18 p. 215 : on vérifie par récurrence 
l'identité lorsque le polynôme est X” avant de généraliser à tout polynôme par combinaison linéaire. 

2. La matrice A est la matrice d’un endomorphisme induit par un endomorphisme figuré par M, 
Celui-ci est donc diagonalisable lorsque M l’est. 
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Solution 
(a) Supposons f diagonalisable et introduisons e = (e1, .. . , €n) une base de E formée 
de vecteurs propres de f. La matrice de f dans cette base est 
A1 (0) 
D= e 
(0) à, 
avec À1....,X, les valeurs propres de f respectivement associées aux vecteurs €1,...,e,. 
La matrice de f? dans la base e est alors 
2 
M (0) 
D= s 
(0) x% 


et donc f? est diagonalisable +. De plus, les matrices D et D? ont le même rang car les 
éventuels zéros figurant sur la diagonale d’une matrice figurent aux mêmes places sur la 
diagonale de l’autre. Ainsi, rg(f) = rg( f?) et, puisque l'inclusion de Ker( f) dans Ker(f?) 
est connue, on peut conclure? Ker(f) = Ker{f?). 


(b) L’endomorphisme de C? canoniquement associé à la matrice suivante convient ° 


0 1 
de h a 
Celui-ci n’est pas diagonalisable car 0 est sa seule valeur propre alors que ce n’est pas 


l’endomorphisme nul. Cependant, son carré est l’'endomorphisme nul qui est diagonali- 
sable. 


(c) Supposons f? diagonalisable. 


méthode 
| On forme un polynôme annulateur de f à partir du polynôme minimal de f°. 


Soit P le polynôme minimal de f?. Celui-ci est scindé sur C et à racines simples car f? 
est diagonalisable. De plus, 0 n’est pas racine de P car 0 n'est pas valeur propre de f? 
puisque f, et donc aussi f?, est inversible. On peut alors écrire 


pa- 


k=1 


1. Plus généralement, une base diagonalisant un endomorphisme f diagonalise aussi les polynômes 
en f. 

2. Cette étude reprend dans le cadre vectoriel celle du sujet 7 p. 136. 

3. La matrice A est choisie triangulaire non diagonale avec des coefficients diagonaux identiques afin 
qu’elle ne soit pas diagonalisable. Au surplus, cette matrice est choisie non inversible car les questions 
de la suite du sujet soulignent que si f est inversible, la diagonalisabilité de f? entraîne celle de f 
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avec ,..., Àm des complexes deux à deux distincts et non nuls. L'égalité P (PF) = 0 
donne 

IYL 

[LC -xtd5) =0 

k=1 
et donc 


Q= e-a) 


est un polynôme annulateur de f. Montrons que celui-ci est à racines simples. 
Soit k € [1 ; m]. Le complexe non nul àx possèdent ! deux racines carrées distinctes ôx 
et —04 permettant d’écrire la factorisation 


X? — àk = (X — 6)(X +6) avec ôs £0. 


On a alors 
mM 
Q = [X -6%)(X +6). 
k=1 
Le polynôme Q est à racines simples? car les ô, ..., ôm et les —ô1,. .. , —ôm sont deux à 


deux distincts puisque, s’ils ne sont pas opposés, ils sont de carrés distincts. 
Finalement, f est diagonalisable. 


(d) Supposons f? diagonalisable et Ker(f) = Ker( f’): Introduisons de nouveau P 
le polynôme minimal de f?. Celui-ci est toujours à racines simples mais 0 peut en ĉtre 
racine. Si ce n'est pas le cas, on retrouve l'étude précédente où f est inversible. Sinon, 
on écrit 


P=XI[&X-\) 
k=1 


avec A,...,Àm les valeurs propres non nulles de f?. L'égalité P( F’) = 0 donne alors 


Po J[ (P - las) = f oQ(f)=0 ave Q= [e She 


k=1 k=1 


Ainsi, on a Im (Q( f )) € Ker( T: Or, par hypothèse, les noyaux de f et f? sont égaux 
et donc Im(Q(f)) C Ker(f). Ceci donne la relation simplifiée f o Q(f) = 0. 

Enfin, comme au-dessus, on introduit un complexe 64 de carré Àp et l’on peut affirmer 
que f est diagonalisable car annule le polynôme scindé sur C à racines simples suivant : 


R=X [Lx — 6 )(X + ôk). 


k=1 


1. Si Pon écrit À = |A] e}, les racines carrées complexes de À sont 6 = 4/[\ei®/? et —ô. 

2. L’argumentation suivante est aussi possible. Par dérivation d’un produit Q’ est la somme des 
2X Tka (X? — àx) pour j allant de 1 à m. Une racine de Q annule l'un des facteurs X? — Ap et donc 
tous les termes de la somme donnant Q’ sauf un : les polynômes Q et Q’ sont sans racines communes et 
les racines de Q sont donc simples. 


pmm 
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5.4.4 Théorème de Cayley-Hamilton 


Exercice 21 * (Endomorphisme unipotent) 
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe Æ de dimension n > 1. On 
suppose que f possède 1 pour seule valeur propre. 
Justifier que l’endomorphisme f — Idg est nilpotent. 


Solution 


méthode 
On calculet le polynôme caractéristique de f que l’on sait annulateur (Th. 5 
p. 199). 


Puisque 1 est la seule valeur propre de l'endomorphisme f, c’est aussi la seule racine 
de son polynôme caractéristique dans C. Or celui-ci est unitaire de degré n et est scindé 
sur C, il s'écrit xy = (X — 1)”. Le théorème de Cayley-Hamilton assure que ce polynôme 
annule f et donc (f — Idg)” = 0. L’endomorphisme f — Idg est nilpotent. 


| Exercice 22 ** 
Soit À, B, M trois matrices de M,(C) telles que AM = MB avec M £ On. 


(a) Montrer que pour tout P € C[X], on a P(A}M = MP(B). 


(b) Montrer que À et B ont au moins une valeur propre en commun. 


Solution 

(a) méthode 
On vérifie l'identité pour P = XF avec k € N avant de généraliser à tout 
polynôme. 


Montrons par récurrence AFM = MB pour tout k € N. 
Lorsque k = 0, la relation A°M = MP se relit simplement M = M. Supposons la 
propriété vraie au rang k > 0. Au rang suivant, on a 


ASTM = A(AFM) = A(MB*) = (AM)B* = (MB)B* = MB*+, 


La récurrence est établie. 
Considérons ensuite P un polynôme de C[X]. En introduisant ses coefficients on peut 
écrire 
N 
P= a+aX+...+anXN =) aX" 
k=0 


et alors 
N N 


P(A)M =X a, A"M =X ap MBF = MP(B). 
k=0 k=0 


1. On peut aussi trigonaliser l’endomorphisme f et observer que f — Id% est alors figuré par une 
matrice triangulaire supérieure stricte. 
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(b) méthode 
| On considère le polynôme P = ypg qui est annulateur de B (Th. 9 p. 200). 


Pour P = Xp, la relation P(A)M = MP(B) entraîne P(A)M = On. La matrice P(A) 
ne peut être inversible car sinon M = (P(A)} P(A)M = O, ce que le sujet exclut. 
On en déduit la nullité du déterminant de P(A). Or l'étude est menée dans le cadre des 
nombres complexes et le polynôme caractéristique de B peut donc s'écrire 


P= 


i 


i (X — ìi) 


avec À; les valeurs propres de B comptées avec multiplicité. L'égalité det(P(A)) = 0 


donne alors 
det (Te — an) = [| | det(A - XI.) = 0. 
i=1 i=1 
Par conséquent, il existe à € [1;n] tel que det(A — Àjl,) = 0. Le scalaire À; est alors 
valeur propre de À : les matrices À et B ont une valeur propre commune !. 


Exercice 23 *** 
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe Æ de dimension finie n > 1 
vérifiant 

rg(f — Xdg) = rg(f — Alda)? pour tout À € Sp(f). 


Montrer que f diagonalisable. 


L 
Solution 
Soit À1,.--, Àm les valeurs propres de f de multiplicités respectives a1,...,am. On 
peut écrire 
xs = [IX - x) 
k=1 


car f est un endomorphisme d’un espace complexe et son polynôme caractéristique est 
donc scindé? sur C. Ce polynôme est annulateur de f et les facteurs (X — À8)°%% sont 
deux à deux premiers entre eux. Le lemme de décomposition des noyaux donne alors 


E = Ker(x(f)) = & Ker(f — Axldp)%. (x) 


méthode 
En dimension finie, un endomorphisme u tel que rg(u) = rg(u?) vérifie * 
aussi Ker(u) = Ker(u?) et donc Ker(u) = Ker(u?) = Ker(u?) = --.. 


1. Le résultat du sujet 53 p. 189 permet de proposer une alternative à la démarche suivie ici. 
2. Le polynôme x} est unitaire, scindé et ses racines sont les A1,...,Am de multiplicités o1,...,@m. 
3. Voir sujet 9 p. 79 et sujet 12 p. 82. 


pu 


sat. mens 
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Soit k € [1;m] et u = f — Axkldg. L'hypothèse d'étude donne rg(u) = rg(u?) ce qui 
permet d'affirmer Ker(u) = Ker(u?) = Ker(u°®*). L'égalité (x) devient alors 


E= ® Ker(f — dr) 
k=1 


qui signifie que l’espace E est la somme directe des espaces propres de f : l’endomor- 
phisme f est diagonalisable. 


5.4.5 Polynôme minimal 


Exercice 24 * 
Soit a un réel et L l’endomorphisme de M,(R) (avec n > 2) défini par 


L(M) = aM +tr(M)l,. 


(a) Déterminer les éléments propres de L. 


(b) En déduire le polynôme minimal de L. 


Solution 


(a) Si la matrice M est de trace nulle, on a L(M) = aM et inversement. Le réel a est 
donc valeur propre de L et le sous-espace propre associé est l’hyperplan! des matrices 
de trace nulle. 

Aussi, L(I,) = (a + n)l, et donc a +n est valeur propre de L associée au vecteur 
propre In. Puisque la somme des dimensions des espaces propres est inférieure à la di- 
mension de l’espace, il ne peut y avoir d’autres valeurs propres et l’espace propre associé 
à la valeur propre a + n est la droite vectorielle engendrée par In. 


(b} méthode 
Lorsqu'un endomorphisme est diagonalisable, son polynôme minimal est le 
produit des X — À avec À parcourant ses valeurs propres. 


L’endomorphisme L est diagonalisable car la somme des dimensions de ses sous-espaces 
propres est égale à la dimension de M, (R). Le polynôme minimal de L est donc 


Mz =(X —a)(X —-(a+n)) 


Exercice 25 ** 
Montrer que le polynôme minimal et le polynôme caractéristique d’une matrice réelle 
ont les mêmes facteurs irréductibles. 


1. L'ensemble des matrices de trace nulle est un hyperplan car il s’agit du noyau de la trace qui est 
une forme linéaire non nulle. 
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Solution 

Soit À € M,(R). Puisque le polynôme I4 divise le polynôme caractéristique X4, 
les facteurs irréductibles de I4 se retrouvent dans y4. Inversement, considérons P un 
facteur irréductible de Y 4. 


méthode 
Les polynômes irréductibles réels sont les polynômes de degré 1 et ceux de 
degré 2 sans racines réelles. 


Quitte à considérer un polynôme associé, on peut supposer le polynôme P unitaire. 

Si le polynôme P est de degré 1, il s’écrit X — À auquel cas À est une racine de y4 
donc une valeur propre de À. Celle-ci est alors racine du polynôme minimal car celui-ci 
est annulateur de À. Ainsi, P = X — À est un facteur irréductible de ILA. 

Si le polynôme P est de degré 2 sans racines réelles, il s’écrit (X — A)(X — À) avec À 
un nombre complexe non réel. Le nombre À est alors une valeur propre complexe de À 
et c'est donc une racine complexe du polynôme annulateur H4. Dans la décomposition 
en facteurs irréductibles réels de H4, il existe un facteur irréductible Q € R[X] dont À 
est une racine complexe non réelle. Celui est nécessairement de degré 2 et À en est aussi 
racine. Ce facteur Q est donc associé à P et l’on peut affirmer que P divise IL4. 


p 


Exercice 26 ** 

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n > 1. 

| Montrer que la multiplicité de À € K en tant que racine du polynôme minimal IL, 
| est le plus petit entier naturel p vérifiant 


Ker(u — Mdg)? = Ker(u — XMdp}*!. 


Solution 
Notons à la multiplicité de À en tant que racine du polynôme minimal IL,. On peut 
écrire IL, = (X — À)*Q avec Q un polynôme de K[X] vérifiant Q(X) £ 0. 
Montrons par double inclusion l'égalité Ker(u — AIdg)® = Ker(u — Adg)®+!, c'est-à- 
dire Ker (w2) = Ker (uat) en introduisant lendomorphisme v = u — Ald g. 
L’inclusion Ker(v®) C Ker(v*+t) est bien connue. Étudions l'inclusion réciproque. 
méthode 


On introduit ! une relation de Bézout exprimant que les polynômes X — À et Q 
sont premiers entre eux. 


Les polynômes X — À et Q sont premiers entre eux car À n'est pas racine de Q. On 
peut donc introduire deux polynômes V et W de K[X] vérifiant 


1=V(X -)1)+WQ. 
On multiplie cette relation par (X — À)® pour écrire 
(X-A = VX — A) + WI. 


1. Tl est aussi possible d'écrire Q = Q(X) + a1(X — À) + a2(X — åA)? + et montrer l'inclusion en 
adaptant Pétude du sujet 11 p. 209. 
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En évaluant cette identité en l’endomorphisme u, il vient 


v® = (u — Mdg}* = V (u) o (u — Adr) + W (u) o Mulu) = V (u) o vtt. 
=0 


Par conséquent !, Ker(v®*1) C Ker(v®). 

En résumé, le plus petit entier p qui vérifie Ker(u — Idg)? = Ker(u — Alda)? +! est 
inférieur à œ car a vérifie ce type d'identité. Inversement, considérons le plus petit entier p 
tel que Ker(u—AIdg)? = Ker(u—AIdp)P t, autrement dit, tel que Ker (v?) = Ker (vtt), 


méthode 
Lorsque Ker (vett) = Ker(w”), on a aussi? Ker (vP tt) = Ker(u?) pour tout 
kEN. 


En particulier, Ker (ur ) = Ker GE Montrons alors que (X — À)PQ est annulateur de u. 
L'égalité 
IL,(u) = (u — Adg)* o Q{u) = 0g 


donne Im(Q(u)) € Ker(u — Xdg)® et donc Im(Q(u)) C Ker(u — Aldg}?. On en déduit 
(u — Aldg}? o Q(u) = 0x 


Le polynôme (X — NPQ est donc annulateur de u et le polynôme minimal Il, le divise. 
On conclut p > a puis p = &. 


| Exercice 27 ** 
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie n > 1. 
On note ài,-.-, Àm les valeurs propres sans répétitions de u et @,...,a@m leurs 
multiplicités respectives. Montrer que, pour tout k € [1: m], 


dim Ker(u Ki ÀAkldg)°* = x. 


Solution 
Avec les notations introduites, le polynôme caractéristique de u s'écrit 


Xa = [[(X - A). 
k=1 


Par le théorème de Cayley-Hamilton, le polynôme caractéristique de u est annulateur 
de u. Les facteurs (X — À;)% étant deux à deux premiers entre eux, on peut appliquer 
le lemme des noyaux et écrire? 


m 
E= Ker (Xu (u)) = 2 Ker(u — Akldg)°*. 


1. Avec des notations entendues, si f = go h, on a Ker(h) C Ker(f). 
2. Voir sujet 12 p. 82. 
3. Les espaces Ker(u — AjIdp)% se nomment les sous-espaces caractéristiques de u. 
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méthode 
Le polynôme caractéristique de u peut être calculé par la matrice diagonale 
par blocs que Pon obtient lorsque l’on figure u dans une base adaptée à la 
décomposition en somme directe précédente. 


Chaque espace Ker(u — Azldg)% est stable par u car u et (u — AkIdg)% commutent. 
Dans une base adaptée à la décomposition en somme directe précédente, la matrice de u 
est diagonale par blocs et ses blocs diagonaux figurent les endomorphismes u, induits 
par u sur les espaces Ker(u — A;ldg)%. Autrement dit, la matrice de u dans cette base 
adaptée est de la forme 


“ro 


(0) An, 


avec Ap matrice représentant ug. On peut alors calculer le polynôme caractéristique de u 
à laide des polynômes caractéristiques des endomorphismes induits up 


m m 
Xu = XM = [xa = [Lise 
k=1 k=1 


Fixons ensuite un indice k € [1; m]. Le polynôme (X — À4)% annule l’endomorphisme 
induit ug et donc Àp est sa seule valeur propre. Le polynôme caractéristique de Pen- 
domorphisme ux est scindé sur C et s'écrit donc (X — Az) avec By la dimension de 
l'espace Ker(u — Azldp)%. 

Finalement, 


M = 


m 


Xu — [Lx ii Ar). 
k=1 
Par unicité de la décomposition d’un polynôme complexe en facteurs irréductibles, on 
conclut, pour tout k € [1 ; m], 


dim Ker(u — AKIdg)% = k = a. 


Exercice 28 *** 


Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe Æ de dimension finie non 
nulle de polynôme minimal My. 


(a) Soit x € E. Justifier l'existence d’un unique polynôme unitaire P, vérifiant, 
pour tout P € C[X], 
P(u)(x) =05 > P, |P. 


(b) Soit x et y deux vecteurs de Æ. On suppose que P, et P, sont premiers entre 
eux. Déterminer P,,,. 


(c) Soit À une valeur propre de u et œ sa multiplicité dans le polynôme minimal Il... 
Montrer l'existence d’un vecteur x € E tel que P, = (X — À}°. 


(d) Conclure qu’il existe un vecteur x de E tel que P, = Mu. 
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Solution 
(a) Commençons par établir l’unicité du polynôme P,. Supposons P, et Q, deux 
polynômes solutions. Puisque P, se divise lui-même, on a P,(u)(x) = 0% et donc Q, 
divise P,. Un raisonnement symétrique donne que P, divise Q, et donc Py = Q, car ces 
deux polynômes sont unitaires. Montrons maintenant l'existence du polynôme Py. 


méthode 
On vérifie que l’ensemble des polynômes P tels que P{u)(x) = 0g est un idéal 
de C[X] non réduit au polynôme nul. 


Posons 
= {P € C[X] | P(u)(x) = 0g}. 

La partie Jy est non vide et non réduite à l’élément nul car le polynôme minimal If, 
lui appartient. Si P et Q sont deux éléments de Iy, le polynôme P + Q appartient à Z, 
car 

(P +Q)(u)(z) = P(u)(x) + Q(u)(x) = 0z. 
De plus, si R est un polynôme quelconque de C[X], le polynôme PR appartient aussi 
à Iy car 


(PR)(u) = (Ru) o P(u)) (2) = A(u)(P{u)(2)) = Ru) (02) = 0. 


Ainsi, I„ est un idéal de C[X] et il existe un polynôme P, € C|X] tel que Iy = P,C[X] 
(Th. 7 p. 39). Ce polynôme P, n’est pas nul car Iy n'est pas réduit au polynôme nul et, 
quitte à le multiplier par une constante bien choisie, on peut supposer P, unitaire. 


(b) Montrons par double divisibilité que Pr+y est le produit P, Py- 
D’une part, par linéarité 


PrPy)(u)(e + y) = (PPy)(u)(e) + (Pa Py) (u) (y) 


= (P. 

= (P,{u) o Pa(u)) (£) + (Pe (u) o Py(u)) (u) 

= Py(u)(Pe(u)(2)) + Pe(u)(Py(u)(y)) = 0g 
— — 


=0g =0g 


et donc Pr+y divise P, Py. 

D'autre part, en écrivant x = x +y — y, on a P, diviseur de P.,,P_, avec P y = Py. 
Or P, est premier avec P, et le lemme de Gauss assure que P, divise P,,,. Un raison- 
nement symétrique donne que P, divise aussi Pr+y. Enfin, les polynômes P, et P, sont 
premiers entre eux et l’on peut affirmer que leur produit P,P, divise encore Pr+y- 

On peut alors conclure Pry = PP, car ces deux polynômes sont unitaires et se 
divisent mutuellement. 


(c) Par définition de œ, le polynôme minimal IL, s'écrit (X — À)*Q avec Q(À) # 0. 
Un vecteur tel que voulu est à chercher dans Ker(u — Aldg)*. Soit x un vecteur 
de Ker(u — Xdg)*®. Le polynôme P = (X — À)® vérifie P(u)(x) = 0% et donc P, le 
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divise. Ainsi, le polynôme P, s'écrit (X — À)# avec B, < a (l'entier Bs dépendant du 
choix de x). 
méthode 


Par Pabsurde, s’il n'existe pas de vecteurs x tels que Sy = a, on contredit la 
minimalité ! du polynôme IL. 


Supposons que pour tout vecteur x de Ker(u — AIdg)® la valeur de 3, est strictement 
inférieure à œ. On a donc 8, < a — 1 et par conséquent (u — Xdp)%*-1l{x) = 0g. On 
dispose alors de l’inclusion ? 


Ker(u — Adx)* C Ker(u — Xdg)®-!. 


Or Il, (u) = 0 donne Im(Q{u)) C Ker(u—Aldg)®* et done Im(Q(u)) C Ker(u—)dg)*-1. 
Ainsi, (X — À)%71Q est annulateur de u. C’est absurde car le polynôme minimal IL, ne 
le divise pas! 

Finalement, il existe un vecteur + dans E tel que P, = (X — À}°. 


(d) Le polynôme minimal de u s’écrit dans C[X] 


m 


IL = [ [X -3A 


k=1 
avec A1,..., Am les racines sans répétitions de IL,, (ce sont aussi les valeurs propres de u) 
ct @1,-.-,@m leur multiplicités respectives. L'étude qui précède assure l'existence pour 


tout k € [1 ; m] d’un vecteur xx pour lequel Pp, = (X — À4)%. Ces polynômes étant deux 
à deux premiers entre eux, l'application répétée du résultat de la question (b) assure que 
le vecteur x = t1 +°: + £m convient. 


5.4.6 Applications 


Exercice 29 * 
Soit A la matrice donnée par 
fe il 
A= G 1) 
(a) Déterminer le polynôme minimal de la matrice À. 
On étudie l'équation M? — M = À d’inconnue M € M2(R). 


(b) Justifier que les solutions de cette équation sont diagonalisables et déterminer 
les valeurs propres possibles de celles-ci. 


(c) Déterminer les matrices M solutions par l'introduction d’un polynôme annula- 


teur. 


1. Cette étude entre en résonance avec celle du sujet 26 p. 223. 
2. On a même l'égalité car l'inclusion en sens inverse est toujours vraie. 


| iii 
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Solution 


(a) Le polynôme minimal I4 divise le polynôme caractéristique xa = X (X — 2), il 
possède les mêmes racines et est unitaire : ILa = X?-2X. 


(b) Soit M € Mo(R) une matrice solution. L'égalité A? — 2A = A(A — 212) = O 
donne (M? — M) (M? — M — 212) = O3 et donc 


P=(X?-X)(X?-X - 2) = X(X —1)(X +1)(X —2) 


est annulateur de M. Celui-ci est scindé sur R et à racines simples et la matrice M est 
donc diagonalisable. De plus, les valeurs propres possibles de M sont les racines de P, à 
savoir les nombres 0,1, —1 et 2. 


(c) Soit M € Mo(R) une matrice solution. Celle-ci est diagonalisable et ses deux 
valeurs propres ne peuvent être égales. En effet, si la matrice diagonalisable M ne possède 


LP qu’une seule valeur propre À, celle-ci est semblable à Alz, donc égale à Alz, or cette 
i dernière n’est pas solution de l'équation. 
à 

: 

N méthode 

` 


Si À et y sont les deux valeurs propres de M alors (M — Al2)(M — pl) = O2 
car M est diagonalisable. 


p- Cas : Sp(M) = {0,2}. On a conjointement M? —2M = O3 et l'équation M? — M = A. 
On en déduit M = A en faisant la différence de ces deux relations. 

Cas : Sp(M) = {0, —1}. On a M? + M = Oz et M? — M = A donc M = —4A. 

Cas : Sp(M) = {0,1}. On a M? — M = O; et M? — M = À ce qui est incompatible 1. 

Les cas Sp(M) = {1,—1}, Sp(M) = {1,2} et Sp(M) = {—1,2} sont analogues et 
conduisent respectivement à M = I: — À, M = 3A + I: et une incompatibilité. 

Inversement, les matrices proposées sont solutions. On peut le vérifier par le calcul ou 
en reprenant le raisonnement en sens inverse : on détermine pour chaque cas les valeurs 
propres de M en fonction de celles de À ce qui propose un polynôme annulateur de M à 
partir duquel on retrouve l'équation M? — M = À. 


Exercice 30 ** 
Soit (un) une suite réelle vérifiant, pour tout n € N, 


Un+3 + funta + Sunyi + 2un = 0. 


Pour tout n € N, on pose Xn € M3,1(R) la colonne de coefficients Un, Un+1, Un+2- 
(a) Déterminer une matrice À € Ma(R) telle que Xny1 = AX». 


(b) Exprimer un en fonction de uo, Ur, u2 et n € N. 


1. Si Sp(M) = {0, 1}, les valeurs propres de M? — M sont toutes deux égales à 0 : on ne retrouve pas 
es deux valeurs propres de A. Ceci explique pourquoi cette situation conduit à une incompatibilité. 
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Solution 


(a) Pour tout n € N 


Un+1 0 1 0 Un 0 1 0 
Xn41 = | Ung2 | = | 0 0 1 un+1ı | = AX, avec A=] 0 0 1 
Un+3 —2 —5 —4 Unya —2 —5 —4 


(b) Par récurrence, il vient X, = A” Xo pour tout n € N. Ceci invite au calcul de A”. 


méthode 
| On calcule A” à partir d’un polynôme annulateur et d’une division euclidienne. 


Après quelques calculs 1, on obtient xa = (X + 1)?(X + 2) et l’on sait par le théorème 
de Cayley-Hamilton que ce polynôme est annulateur? de À. Soit n € N. La division 
euclidienne de X” par xa s'écrit 


X®=Y%AQ+R avec R=aX?+bX +cet a,b,c ER. 


Pour rendre les calculs qui suivent plus simples, on exprime plutôt le reste R dans la base 
de Taylor formée des polynômes 1, (X + 1) et (X + 1)? 


R=a(X +1) +8(X+1)+y avec a. B,YER. 
On détermine ensuite œ, 8 et y en évaluant l'identité 
X” =x4Q+a(X +1}? + B(X +1) +7 (+) 
en —2, en —1 et en dérivant (x) avant d'évaluer à nouveau en —1. On forme ainsi le 
système 
a—B+y= (2) 


y= Ci 
8 =n(-1" +. 


On en déduit 
R= (1) (2 -n—1)(X +1} + (D n(X +1) + (1). 


Enfin, en évaluant (x), en la matrice À 


A” = (1) (2% — n -1)(4 + 13)? + (D n(A +13) + (—1)"Ts. 


Il suffit alors de calculer la première ligne de A + Iz et de (A + I3)? pour pouvoir expri- 
mer un en fonction de up,u1 et ug : 


Un = (—1)"((2" — 2n) uo + (arr — 3n — 2)u + (2° —n— lju2)- 
1. On pourra initier le calcul du polynôme caractéristique par la transformation C1 + C1 — C2 + C3. 
2. Il s'agit même de son polynôme minimal car la matrice À n'est pas diagonalisable (voir sujet 35 


p. 169). 


P m 


| i 
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Exercice 31 ** 
Soit u et v deux endomorphismes diagonalisables d’un espace vectoriel £ de dimen- 
sion finie non nulle. Montrer que u et v commutent si, et seulement si, u et v sont 
simultanément ! diagonalisables. 


Solution 


(<—) Supposons qu’il existe une base e de l’espace E dans laquelle les endomor- 
phismes u et v sont figurés par des matrices diagonales D, et Dy. Les matrices diagonales 
commutent entre elles et donc D, D, = D,D, puis u o v = vou : les endomorphismes u 
et v commutent. 


( = ) Supposons que les endomorphismes u et v commutent. 
méthode 


Lorsque deux endomorphismes commutent, les sous-espaces propres de l’un 
sont stables ? pour l’autre. 


Notons À1,...,Àm les valeurs propres deux à deux distinctes de l’endomorphisme u. 
Celui-ci étant diagonalisable, on sait 


E — E, (u) D ame @ Ex (u). 


Pour tout k € [1;m], l'espace propre Ex, (u) est stable par v. L'endomorphisme v étant 
diagonalisable, l’endomorphisme qu’il induit sur l’espace Ez, (u) est aussi diagonalisable 
(Th. 14 p. 202). On peut donc former une base eë" = {ef,...,e*.) de l’espace En, (u) 
(avec ax la dimension de E;,(u)) constituée de vecteurs propres de v. Celle-ci est aussi 
constituée de vecteurs propres de u puisque les vecteurs non nuls de E, (u) sont vecteurs 
propres associés à la valeur propre Àx. Enfin, en considérant la famille obtenue en accolant 
les différentes bases e!,...,e™, on constitue une base de E car E est la somme directe 
des espaces FE, (u). Cette base est formée de vecteurs propres communs à u et v, c’est 


une base de diagonalisation commune. 


Exercice 32 ** 
Soit u un endomorphisme diagonalisable d'un espace vectoriel complexe E de di- 
mension finie n > 1. On étudie l'équation v? = u d’inconnue v € L(E). 


(a) Montrer qu’il existe au moins un endomorphisme v de F solution. 


(b) Justifier que l’on peut déterminer une solution vo qui soit un polynôme en u. 


1. Ceci signifie l'existence d’une base de diagonalisation commune aux endomorphismes u et v. 

2. Voir sujet 13 p. 146. 

3. Une conséquence de ce résultat est que les endomorphismes combinaisons linéaires de u et v sont 
diagonalisables. 
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Solution 
(a) Soit e = (e1,...,e,) une base de vecteurs propres de u. La matrice de u dans cette 
base est de la forme 
M (0) 
D= Ea 
(0O) >, 
avec Ài; ++., An les valeurs propres de u comptées avec multiplicité. 
méthode 
On détermine une solution en introduisant des racines carrées des nombres 
complexes A1, ..., Àn. 


Soit j € [L;n]. Le complexe À; peut s'écrire À; = |A;| e1? avec un argument 0; € R. 
Posons alors y; = y/lA;]e!®+/? de sorte que u? = À;. Enfin, considérons l’endomorphisme v 
figuré dans la base e par la matrice suivante 


pa (0) 
(0) | Hn 


2 


A= 


Par construction, A vérifie A? = D et l’on a donc v? = u. L’endomorphisme v est solution 


de l'équation étudiée. 


(b) méthode 
On définit un polynôme interpolateur qui envoie les valeurs propres de u sur 
des racines carrées complexes de celles-ci. 


Introduisons de nouveau À1,..., Am les valeurs propres de u, mais cette fois-ci sans répé- 
titions, quitte à introduire leurs multiplicités &1,..., &m- Comme au-dessus, en considé- 
rant les modules et arguments des À4, on peut définir des ug complexes vérifiant u? = À4. 
Par interpolation! de Lagrange, on peut introduire un polynôme P tel que P(Ak) = Hk 
pour tout k € [1;m]. Considérons enfin l’endomorphisme vo = P(u). Dans une base 
adaptée à la supplémentarité de ses sous-espaces propres, l’endomorphisme u est figuré 
par la matrice D suivante 


Ailo (0) 
D= | 
(D) Lu 
i; Pour réaliser cette interpolation, il importe que les points à1,..., Àm où l’on impose les valeurs 


du polynôme soient deux à deux distincts : c’est pour cette raison que l’on ne considère plus les valeurs 
propres comptées avec multiplicité de peur que, pour deux valeurs propres identiques, on impose des 
racines carrées complexes différentes à cause du choix arbitraire de l'argument. 


| mit 


oo 


o 


L’endomorphisme vo est alors représenté dans cette base par la matrice 
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P{X)L (0) te (0) 
À = P(D}= y = y 
(0) P{\n)len.) (0) Hmlan 


Comme au-dessus, on a par construction A = D et donc vg = u. Ainsi, vo est une 
solution de l'équation qui a la particularité d'être un polynôme en u. 


| Exercice 33 *** 


Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E de dimension finie non nulle. 
| Montrer qu'il existe une droite vectorielle ou un plan vectoriel stable par u. 


Solution 


méthode 
On détermine un polynôme irréductible réel P tel que Ker (P(u)) nest pas 
réduit au vecteur nul. 


Le polynôme caractéristique de u peut s'écrire xu = P} Po... Pm avec Pi, Pos 
une liste pouvant comporter des répétitions de polynômes irréductibles unitaires de R[X]. 
Puisque xu (u) = Pı (u) o- - -o Pm (u) = 0, les endomorphismes P;(u) ne peuvent être tous 
injectifs. Il existe donc au moins un indice k € [1 ; m] tel que Ker (P; (u)) n'est pas réduit 
au vecteur nul. Introduisons alors x un vecteur non nul de ce noyau et discutons selon le 
degré du polynôme irréductible P,. 

Si le polynôme P, est de degré 1, il s'écrit Py = X — À. Dans ce cas, x est vecteur 
propre de u associé à la valeur propre À ct la droite D = Vect(x) est stable par u. 

Si le polynôme P, est de degré 2, il s'écrit Py = X? + uX +v avec L? — 4v < 0. Le 
vecteur x vérifie alors u? (x) + au(x) + vz = 0p et donc u? (x) appartient au sous-espace 
vectoriel P = Vect(x, u(x)). Ce dernier est alors stable par u car l’image par u d’une 
combinaison linéaire de x et u(x) est une combinaison linéaire de u(x) et u? (x), c’est donc 
un élément de P. Enfin, la dimension de P est inférieure! à 2 et cela suffit à affirmer 
l'existence d’une droite ou d’un plan stable par u. 


5.5 Exercices d’approfondissement 


| Exercice 34 * 
Soit À une matrice carrée de taille 2 à coefficients entiers. On suppose que A” = Ip 
| pour une certaine valeur de n € N*. Montrer que A1? = Íz. 


1. En fait, P est un plan car z n’est pas vecteur propre de u puisque P est un polynôme sans racines 
réelles annulateur de l’endomorphisme induit par u sur Ker (P(u)) 
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Solution 
méthode 
Les valeurs propres de À sont des racines de l’unité dont la somme est un 
entier. 


La matrice À est diagonalisable dans M2(C) car annule le polynôme X” — 1 qui est 
scindé sur € à racines simples. De plus, les valeurs propres de À sont racines de ce 
polynôme, ce sont des racines de l’unité. 

Si les deux valeurs propres de À sont réelles, ce ne peuvent être que 1 et —1. Les 
spectres de À possibles sont alors 


{1}, {1} et {1-1}. (+) 


Si À possède une valeur propre À complexe non réelle, À est aussi valeur propre de A 
car la matrice À est à coefficients réels. La trace de A vaut alors À + À = 2 Re À et c'est 
un entier car À est à coefficients entiers. Puisque À est une racine de l'unité non réelle, 
on a |Re(A)| < 1 et donc tr(A) € [-1;1]. Aussi, le déterminant de A vaut À] = A =1 
et, selon la valeur de la trace de A, les polynômes caractéristiques ! de A possibles sont 


X2-X+1, X?+1, et X?+X+1 
Les spectres de À respectifs sont alors 
th {iih et ii (+) 


Dans tous les cas listés dans (x) et (xx), les valeurs propres À vérifient? À!? = 1. Il 
suffit alors de diagonaliser la matrice A dans M2(C) pour vérifier A??? = L. 


Exercice 35 * 
Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie n > 1. 
(a) Montrer qu’il existe un polynôme réel P, vérifiant VI +x = P,(x) + Oz") 
quand le réel x tend vers 0. 
(b) Établir que X” divise alors le polynôme P? — X — 1. 
(e) Soit f un endomorphisme de E nilpotent. Montrer qu’il existe un endomor- 
phisme g de E vérifiant g? = Idg + f. 


(d) Soit maintenant f un endomorphisme de E ne possédant qu’une seule valeur 
| propre À non nulle. Montrer qu’il existe un endomorphisme g de E vérifiant g9? = f. 


1. Le polynôme caractéristique d’une matrice carrée À de taille 2 est X? — tr(A)X + det(A). 
2. La valeur 12 correspond au PPCM des ordres dans (U, x) des valeurs propres possibles. 
3. Lorsque À = 0, l'équation étudiée peut ne pas avoir de solutions, voir sujet 49 p. 185. 


| wii 
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Solution 
(a) méthode 
| On écrit un développement limité de VI Fz quand z tend vers 0. 


La fonction x + y1 + x est de classe C® sur l'intervalle ]—1 ; +oc[ contenant 0. Elle 
admet donc un développement limité à tout ordre en 0. En particulier, un développement 
limité à l’ordre n donne l'écriture ! 

VI+z = tart: + ang” + ang” +o(z*). 
T Le P 
=P, (2) =O(x") 


Ceci détermine un polynôme réel P, de degré inférieur à n — 1 convenable. 


(b) Par élévation au carrée 


P?(x) = (VI+z+ O(z"))* =l+z+2V1+zx Of) + O(z") 
x—0 
= 0x") 


et donc 


méthode 
| On introduit « la multiplicité de 0 en tant que racine de P2-X —1. 


On peut écrire PŽ — X — 1 = X%Q avec Q(0) Z 0 et donc 
x*Q(x) SE ) puis z°"Q(z) 00 
x#0 


Nécessairement & — n > 0 car sinon la fonction en premier membre n’est pas bornée au 
voisinage de 0. On peut alors affirmer que 0 est racine de multiplicité au moins n du 
polynôme P? — X — 1 et donc que X” divise celui-ci. 


(c) Puisque f est un endomorphisme nilpotent d’un espace de dimension n, on sait 
que f” = 0. Le polynôme X” annule alors f et donc annule aussi P? — X — 1 qui est un 
multiple de X”. L’endomorphisme g = Pa(f) vérifie alors 


gd = PaCS) = f + ldg. 


(d) Puisque E est un espace vectoriel complexe, on peut affirmer que le polynôme 
caractéristique de f est scindé. Or À est sa seule racine et done yp = (X — A)”. En vertu 
du théorème de Cayley-Hamilton, on a alors 


(f — XMdg)" = 0. 


1. Pour la suite de l’étude, il n’est pas nécessaire d'exprimer exactement les coefficients az. 
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Introduisons ensuite un complexe! u € C* vérifiant u? = À et l'endomorphisme 
1: 1 
g=HPA(h) avec hk=—(f- de) = —/f - Hg. 
k p? 


Puisque l’endomorphisme h est nilpotent, les calculs de la question précédente permettent 
de conclure 
? = WP PCR) = p?’ (h+ Ide) = f 
g = PAR) = p° (h + Id) = f. 


Exercice 36 ** 
Soit G un sous-groupe de (GL,(R), x) tel que M? = In pour tout M € G: 


(a) Montrer que le groupe G est commutatif. 
(b) Établir que les éléments de G sont simultanément ? diagonalisables. 
(c) En déduire Card(G) < 27. 


(d) Application : Montrer que (GL,(R), x) et (GLm(R), x) sont isomorphes si, et 
seulement si, n = m. 


Solution 


(a) Pour tout élément A de G, on a AT! = A car A? = In. Pour tous À et B dans G, 
on a AB € G donc 
AB=(AB) = BA™! = BA. 


Le groupe G est commutatif. 


(b) Les éléments de G annulent le polynôme X? — 1 = (X — 1)(X + 1) qui est scindé 
à racines simples. Les matrices appartenant à G sont donc diagonalisables et seules 1 
et —1 peuvent en être valeurs propres. 

Montrons par récurrence forte sur la taille n > 1 des matrices l’existence d’une même 
matrice P inversible de taille n les diagonalisant toutes. 

Pour n = 1, il n’y a rien à démontrer. 

Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 > 1. Soit G un sous-groupe de GLa (R) 
dont tous les éléments M vérifient M? = In. S'il n'existe pas d’autres éléments dans G 
que I, et —I,, la propriété est acquise. Sinon, il existe un élément À € G différent de I, 
et de —I,. Pour cette matrice 1 et —1 sont valeurs propres. 


méthode 


On traduit matriciellement que les sous-espaces propres associés aux valeurs 
propres 1 et —1 de À sont stables par tous les éléments de G. 


1. En écrivant À = |À] eff, le nombre u = 4/A[ei?/? convient. 
2. Autrement dit, il existe une matrice P € GL,(R) telle que PMP est diagonale pour toute 
matrice M de G. 


pu 


| i 
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Puisque A? = In, la matrice À est semblable à une matrice diagonale où figurent sur 
la diagonale ses valeurs propres 1 et —1. Il existe donc une matrice inversible P vérifiant 


IL 0 


=f — 
P wel E 


) avec refl;in-1]. 


Soit M un élément de G. On peut écrire par blocs 


= M M: 
ramp- (24 1) 
avec Mı et MA des matrices carrées de tailles respectives r et n —r. 

Puisque À et M commutent, les matrices PHAP et PIMP commutent ce qui en- 
traîne la nullité des blocs M2 et M3. De plus, sachant M? = In, on a aussi M? = I, 
et M? = In-r- Les ensembles G’ et G” constitués respectivement des matrices M1 et Ma 
obtenues lorsque M parcourt G sont alors des sous-groupes ! de respectivement GL, (R) 
et GLn-r(R), dont les éléments sont de carrés égaux à la matrice identité. Par hypothèse 
de récurrence, il existe Q’ matrice inversible de taille r telle que Q'™71M'Q' est diagonale 
pour toute matrice M’ dans G”. Il existe aussi Q” matrice inversible de taille n — r telle 
que l’on dispose d’une propriété analogue pour les matrices M” de G”. Posons alors 


! f—1 
Q = È ou) inversible et d’inverse Q7! = K gra) ; 


Pour tout M € G, un calcul par blocs assure que (PQ)7!M(PQ) est diagonale : les 
matrices de G sont toutes diagonalisables par la matrice de passage PQ. 
La récurrence est établie. 


(c) Par une même matrice de passage, les matrices appartenant à G sont semblables 
à des matrices diagonales dont les coefficients diagonaux ne peuvent être que 1 et —1. Il 
n'existe que 2” matrices de ce type dans Mn (R), on en déduit Card(G) < 2”. 


(d) Supposons qu'il existe un isomorphisme de (GLa (R), x) vers (GLm(R), x). Consi- 
dérons l’ensemble G formé des matrices diagonales M de M,(R) vérifiant M? = Iņ. 
L'ensemble G est un sous-groupe de GL,(R) de cardinal exactement 2”. Par l’isomor- 
phisme p, l'ensemble G" = {G) est un sous-groupe de GLm(R)} dont tous les éléments 
sont de carrés égaux à l'identité car, pour tout M € G, 


EM} = (M?) = plln) = Im- 


Par l’étude qui précède, on peut affirmer 2” = Card(G’) < 2". On en déduit n < m. 
Un raisonnement symétrique donne l’inégalité complémentaire et donc n = m. 
Réciproquement, si n = m, les deux groupes sont évidemment isomorphes. 


1. Un calcul par blocs assure que l'application M + Mi est un morphisme du groupe (G, x) vers le 
groupe (GL, (K), x) et G est l’image de ce morphisme donc un sous-groupe. Il en est de même pour G” 


B — :7 
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| Exercice 37 *** 
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe Æ de dimension n > 1. 
On note À1,..., Àm les valeurs propres sans répétitions de u et a1,...,ax leurs 
multiplicités respectives. On suppose que les sous-espaces propres de u sont tous de 
dimension 1. 

(a) Soit k € [1;m]. Montrer que, pour tout p € [1 ; a], le noyau de (u — Akldp}? 
est de dimension p. 

(b) Soit F un sous-espace vectoriel de Æ stable par u. Montrer qu’il existe un 
polynôme unitaire Q de C[X] tel que F = Ker(Q{u)). 


(c) Combien l’endomorphisme u possède-t-il de sous-espaces vectoriels stables ? 


Solution 


(a) méthode 
Si u et v sont deux endomorphismes de Æ, on sait! 


dim Ker(u o v) < dim Ker(u) + dim Ker(v) 


Par la propriété ci-dessus, on montre pour tout p € N 


dim Ker(u — Aldg}”*! < dim Ker(u — Ajldg)? + dim Ker(u — Axldg). (+) 
Une récurrence facile donne alors z 


dim Ker(u — àzIdg}” < p. 


Le polynôme caractéristique de u est scindé sur C et s'écrit 


m 


Xa = [LEA 


k=1 


Par le théorème de Cayley-Hamilton, ce polynôme est annulateur de u. Les facteurs 
(X — À4)% étant deux à deux premiers entre eux, on peut appliquer le lemme des noyaux 
et écrire m 

E= KA Ker(u — àpldg)®*. 


On à donc 


dim E = D dim Ker(u — Aldg)®* 
k 
mais aussi f 
dim E = deg(xu) = Sa. 
k=1 


1. Voir sujet 15 p. 85. 


ts mn 
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On en déduit ! que, pour tout k € [1; m], 
dim Ker(u — Apldg)™ = a. 
De plus, la comparaison (+) entraîne alors 
dim Ker(u — Akldg)? =p pour tout p € [1; œx]. 


(b) Soit F un sous-espace vectoriel stable par u. On peut introduire u’ l’endomor- 
phisme induit par u sur F. Le polynôme caractéristique Q de u’ divise x, et peut donc 
s'écrire 


m 
Q= Il (X — 5) avec Br € [0;ax] pour tout k € [1; m]. 
k=1 


De plus, le théorème de Cayley-Hamilton assure que le polynôme Q annule u’ et donc 
F C Ker(Q(u)). 


Or le lemme de décomposition des noyaux donne 


Ker(Q(u)) = © Ker(u — ApIdg)® 


k=1 


et l'étude de la question précédente assure alors 


dim Ker(Q{u)) = SP = deg(Q) = dim F. 


k=1 


Par inclusion et égalité des dimensions, on conclut Ker(Q(u)) = py 


(e) L'étude qui précède assure que les sous-espaces stables par u sont de la forme 
m 
F = 6 Ker(u — \ldg)”r 
k=1 


avec, pour tout k € [1:m], 3s € [0;ax] qui s'identifie à la multiplicité de Ag pour 
l’endomorphisme induit par u sur F. Inversement, un tel espace est stable par u et l’on 
peut définir une correspondance bijective entre les sous-espaces vectoriels F stables par u 
et les éléments 


(bis-s Bm) € [0; @1] x -+ x 0; am]. 


Il y a donc exactement (a; + 1)...(a + 1) sous-espaces vectoriels stables par u. 


1. Cette propriété est aussi établie de façon générale dans le sujet 27 p. 224. 
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Exercice 38 *** (Décomposition de Dunford) | 
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel Æ de dimension finie non nulle dont le 
polynôme caractéristique est scindé. On souhaite établir l’existence et l’unicité d’un 
couple (d, n) d’endomorphismes de F avec d diagonalisable et n nilpotent vérifiant 


u—d+n et don—nod. 
On note À,...,À, les valeurs propres sans répétitions de u et a1,...,am leurs 
multiplicités respectives. 
(a) Justifier 
m 
E = & Ker(u — Aldr)*. 
k=1 


Établir que les projecteurs! px associés à cette écriture sont des polynômes en u. 


(b) On pose d = À1p1 +--+ + ÀmPm et n = u — d. Vérifier que le couple (d, n) est 
solution du problème posé. 


(c) Montrer que c’est le seul couple possible. 


Solution 
(a) Le polynôme caractéristique de u s'écrit 


m 


Xa = [[(X - àh). 


k=1 


Par le théorème de Cayley-Hamilton, Xu est annulateur de u et les facteurs (X — À7)% 
étant deux à deux premiers entre eux, on peut appliquer le lemme des noyaux pour écrire 
la décomposition en somme directe 


m 


E= ® Fp avec Fk = Ker(u — Aldp)°*. 
k=1 


Étudions la projection px sur l’espace? F, parallèlement à l'espace Gk égal à la somme 
directe des F; pour j Æ k. 


E-F@Gx avec Gk= © Ker(u—Aldg)"*. 
1Kj<m 


JÉk 
Par le lemme de décomposition des noyaux, on a aussi 


Gk = Ker(Q{u)) avec Q= II (=X) 
1<j<m 
iÉk 


1. L’endomorphisme pp est la projection sur Ker(u — AjIdg)°% parallèlement à la somme directe des 
autres noyaux. 
2. Les espaces Fk correspondent aux sous-espaces caractéristiques de u. 
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méthode 
On exprime que Q et (X — À;)%* sont premiers entre eux par une relation de 
Bézout. 


Puisque Àx n’est pas racine de Q, les polynômes Q et (X — À,)% sont premiers entre 
eux. On peut alors introduire deux polynômes V et W tels que 


1=VQ+W(X — À)%. 
En évaluant cette identité en u, on obtient 
Idg = V (u) o Q{u) + Wu) o (u — Axlde)°*. 
— ” ———— m 
=p =q 


Pour z € E, posons a = p(x) et b = q(x) de sorte que z = a +b. Les vecteurs a et b sont 
respectivement éléments de Fp et de Gg car 


(u — àr-Ide)®™ (a) = (V (u) o xulu)) (z) = 0» et Q(u)(b)— (W(u) o xu(u))(x) = 08. 
=0 i 


Ainsi, p est la projection sur Fẹ parallèlement à Gk, c’est donc l’endomorphisme pp. 
Enfin, par construction, celui-ci se révèle être un polynôme en u. 


(b) L'endomorphisme d est diagonalisable car toute base de E adaptée à la décompo- 
sition E = F) ©- --@ Fm est formée de vecteurs propres! de d. L'endomorphisme d est un 
polynôme en u car combinaison linéaire de polynômes en u. Par conséquent, d commute 
avec u et aussi avec n = u — d qui encore un polynôme en u. On a évidemment u = n+d 
et il ne reste plus qu’à vérifier que l’endomorphisme n est nilpotent. 

Soit k € |1; m]. L'espace F4 est stable par n car c'est le noyau d’un endomorphisme 
qui commute avec n. Or pour tout x € Fk 


n(x) = u(x) — d(x) = ulz) — Àjx = (u — àpldg) (£) 


et donc 
na (x) = n™Tl ((u — Xldg)(x)) = n% ~? ((u — ArIdg)?(x)) 
<—— — — am 
EFpk EFk 
=. = (u + XIdp)** (x) = 0g. 
En posant & = max(a,...,a»), on a alors n®(x) = 0g pour tous les vecteurs x des 


espaces Fy et donc, par linéarité, pour tout x € E : l'endomorphisme n est nilpotent. 


(c) Soit (d',n/) un autre couple solution du problème posé. 


méthode 
| On montre que l'endomorphisme d — d’ est diagonalisable et nilpotent. 


1. Les espaces Fẹ correspondent aux sous-espaces propres de d. 
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L’endomorphisme d’ commute avec n’ donc avec u = d' + n’ et encore avec d qui est 
un polynôme en u. Or les endomorphismes d et d’ sont diagonalisables, ils sont donc 
simultanément diagonalisables !. En particulier, d — d’ est diagonalisable. 


Parallèlement, l’'endomorphisme n’ commute avec u et donc aussi avec n qui est un 
polynôme en u. Or ces deux endomorphismes sont nilpotents. En posant œ et a’ les 
indices de nilpotence de n et n’, la formule du binôme donne 


a+a' 


i 
(n = ntt = Y -1 Fe i : pe “kat 
k=0 


a ñ a+a’ r 
51) ka ) nate k në + 5 C ea në 
k=0 a k=a+1 


= 0. 


Ainsi, n’ — n est nilpotent. 
Finalement, l’endomorphisme d — d', qui est aussi n’ - n, est à la fois diagonalisable et 
nilpotent : c’est l’'endomorphisme nul. On conclut Punicité (d', n’) = (d, n). 


1. Voir sujet 31 p. 230. 


CHAPITRE 6 


Compléments sur les espaces préhilbertiens 


E désigne un espace vectoriel réel quelconque et n un entier naturel non nul. 


6.1 Quelques rappels 


Un produit scalaire! sur un espace vectoriel réel E est une forme bilinéaire symétrique 
définie positive communément notée (-|-)}ou{-,-}. 


Avec des notations entendues, le produit scalaire canonique sur R” est défini par 
(£|y) = tiy +: + Enÿn 
et le produit scalaire canonique sur M, 1(R) par la relation 
(X,Y) = XV = tiy + + ann. 
Plus généralement, on définit le produit scalaire canonique sur M; (R) en posant ? 
n p 
(A, B) = tr('AB) = D X aigjbij 
i=1 j=1 


1. On renvoie le lecteur à l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI pour le détails des 
Lotions qui suivent. 
2. Voir sujet 2 du chapitre 11 de l'ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI. 


annales on 
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Lorsque l’on convient qu’un espace E est muni d’un produit scalaire (- |: ), on dit qu’il 
s’agit d'un espace préhilbertien réel. Celui-ci est alors normé par la norme euclidienne 


donnée par 
æl = y (z|z) pour tout z € E. 


Rappelons l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 


|(aļb)| < llall jbl] pour tous a et b vecteurs de E 


avec égalité si, et seulement si, a et b sont colinéaires. 


Des vecteurs x et y d’un espace préhilbertien réel sont dits orthogonaux lorsque (x| y) = 0. 
Une famille de vecteurs est qualifiée d’orthogonale si elle est constituée de vecteurs deux 
à deux orthogonaux. Elle est dite orthonormale si les vecteurs sont de plus unitaires. Une 
telle famille est assurément libre +. 


Le théorème de Pythagore affirme que si e = (e:,...,e.) est une famille orthogonale de 
2 


vecteurs de F, 
m n 
Del => lel? 
i=1 i=1 


Si A désigne une partie d’un espace préhilbertien E, l’espace At réunit les vecteurs de E 
qui sont orthogonaux à tous les vecteurs de À : 


At = {x€ E | Va € A, (al) —0}. 


Un espace euclidien est un espace préhilbertien de dimension finie. Un tel espace pos- 
sède une base orthonormale. Les coordonnées #1,...,7n d’un vecteur æ dans une base 
orthonormale (e:,...,e,) sont données par 


£k = (ex) pour tout k € [1;n]. 


Si £1,..., Zn €t Y1,-.., Yn Sont les coordonnées de vecteurs x et y dans une base ortho- 
normale, on a 


(|y) = tyi +-+ Enya et [x] =22?+...+a2. 


Si X et Y sont les colonnes des coordonnées des vecteurs x et y, on a aussi 


(zly) ='XY et |æ]? =ŻXX. 


6.2 Compléments 


6.2.1 Représentation d’une forme linéaire 


Soit E un espace euclidien. Pour tout vecteur a de E, l'application Ya: E — R définie 
par palz) = (a|x) est une forme linéaire sur E. Le résultat qui suit assure que les formes 
linéaires sur Æ sont toutes de ce type : 


1. Plus généralement, une famille orthogonale ne comportant pas le vecteur nul est libre. 
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| Théorème 1 
Si y est une forme linéaire sur un espace euclidien E, il existe un unique vecteur a 
L de E vérifiant 4 = pa, c’est-à-dire y(x) = (a |x) pour tout x € E. | 


Si e = (e1, .. . , €n) désigne une base orthonormale de F, le vecteur a est déterminé par 
n m 
a= X (ex |a)er = X pler)er. 
k=1 k=l 


Lorsque y n'est pas nulle, a est vecteur normal à l'hyperplan H = Ker(ç). 


6.2.2 Somme directe orthogonale 


Soit E un espace préhilbertien. 
Définition 
On dit que deux sous-espaces F et G de E sont orthogonaux lorsqu'ils sont formés 


de vecteurs deux à deux orthogonaux, c’est-à-dire si (x |y} = 0 pour tout x € F et 
tout x € G. 


L’orthogonalité des sous-espaces vectoriels F et G signifie l'inclusion! F € G+. 
Théorème 2 
Si F,...,Fn sont des sous-espaces vectoriels de Æ deux à deux orthogonaux, ils 

sont en somme directe. 


Définition 
| Lorsque les sous-espaces vectoriels F,...,F, sont deux à deux orthogonaux, on dit 
| que leur somme Fi +---+ Fm est directe orthogonale. Celle-ci peut être notée 
Fpi eo pt F 


Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien Æ, F- est un supplémentaire de F 
dans E. En particulier, 


dim F+ = dim £ — dim F 


Plus généralement : 


Théorème 3 | 
Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien Æ, | 
_ l'espace FL est un supplémentaire de F dans E. 


On dit alors que F+ est le supplémentaire orthogonal de F. 


1. Ou, et c'est équivalent, G C F+ 


| us 
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6.2.3 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie 


Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien E de dimen- 
sion quelconque t. On peut écrire F t F+ = F. 
Définition 

| On appelle projection orthogonale sur F la projection pr sur F parallèlement à FL. 
Si x est un vecteur de FE, pr(x) se nomme le projeté orthogonal de x sur F 


Théorème 4 
Soit x un vecteur de F. Pour tout vecteur y de F 


lz- yl] > Île - pr Œ) 


| avec égalité si, et seulement si, y = pp (£). 


En particulier, x 


d(x, F) qt inf ||x — y || = |æ — pr(x)||. e / ; [a(z F) y 
yEF : 5 


La détermination du projeté orthogonal d’un vec- DE pr(x) 
teur permet de calculer sa distance au sous-espace F — 


vectoriel. 


| Théorème 5 


Si (e1,...,e,) est une base orthonormale de F, 
| 
#1 


pat) X (er |z)er pour tout x € E. 
k=1 


Le théorème de Pythagore donne alors : 


Théorème 6 (Inégalité de Bessel) 
Si (e1,..., €r) est une famille orthonormale de vecteurs de E, 


Fi 
X (er |£)? < |z|? pour tout z € B. 
k=1 


J 


Si (en)nen est une famille orthonormale de vecteurs d’un espace préhilbertien Æ de 
dimension infinie alors, pour tout x € E, la série numérique ` (en |x)? converge et 


+œ 


S len |2}? < llel? 


n=0 


1. La notion de projection orthogonale a déjà été présentée en première année dans les espaces eucli- 
diens. On l’étend ici aux espaces préhilbertiens de dimensions infinies. 
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La suite ((e, Ix)), en ‘St donc de carré sommable. 


6.2.4 Suite orthonormale totale de vecteurs 
Soit E un espace préhilbertien de dimension infinie. 
Définition 
On dit qu’une suite (en)nen de vecteurs de E est totale si l’espace vectoriel qu’elle 
engendre est une partie dense de FE, autrement dit, si 
Vect{ en | nE N} = E. 
Lorsque l’on introduit les espaces Fp = Vect(es,...,e,), on à alors, pour tout x de E, 


dx, Fa) — 0. 
n—+00 


Théorème 7 
Si (en)nen une suite totale d'éléments de E alors, pour tout x € E, 


pala) — >a cestä-dire ||pa(2) = 2| — 0 


avec Pn la projection orthogonale sur l’espace Fp = Vect(eg,..., En). 


Si (en)nen est une suite orthonormale totale d'éléments de E alors!, pour tout £ € E, 


Hoo 


r= X (en t'en. 


n=0 


6.3 Exercices d'apprentissage 


| Exercice 1 
On note E = R[X] et l’on considère l'application y: E x E — R donnée par 


+o 
p(P,Q) = P(Q) dt. 
0 
(a) Montrer que ọ définit un produit scalaire sur E. 
(b) Pour p,q € N, calculer p(X”, X9). 
(c) Orthonormaliser par le procédé de Schmidt la famille (1, X, X?). 
(d) Calculer 


+00 
Le D, Has 2 
sue (t (at +bt+c)) dt. 


1. La convergence de la série a lieu pour la norme euclidienne. 


pu 
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Solution 


(a) méthode 
On vérifie que l’application w est bien définie en constatant la convergence de 
l'intégrale donnant y(P, Q). 


Soit P,Q € E. La fonction f:t P(t)Q(t}e * est définie et continue par morceaux 
sur [0 ; +oo[. Elle est négligeable devant 1/t? quand t tend vers +00 car 


PE = EPOQ — 0 


f= 


puisqu’une fonction polynomiale est négligeable devant t + e™* en +co. La fonction f 
est donc intégrable sur {0 ; +co| et l'intégrale définissant w(P, Q) est convergente. L’ap- 
plication y est donc bien définie de E x E vers R. 


méthode 
| On vérifie que la forme y est bilinéaire, symétrique et définie positive. 


Soit å, p E R et P,Q, REE. 
On vérifie sans peine la symétrie y(P, Q) = p(Q, P). Avec convergence de chacune des 
intégrales écrites, on a aussi 


+00 


di P(t)(AQ() + LR(E)) dt = À l +9 POQ dt + u P(t)R(t) dt 
0 0 


0 


et donc y(P, AQ + uR) = Ag(P,Q) + uy(P,R). On en déduit que y est linéaire en sa 
deuxième variable et donc bilinéaire par symétrie. 
Il reste à montrer qu’elle est définie positive. Par positivité de l’intégrale, on a 


+00 
e(P, P) = 1 P(t’ e™ dt > 0. 
4 2 
20 


De plus, si y(P, P) = 0, on obtient une intégrale nulle d’une fonction continue et positive 
qui est donc la fonction nulle : P(t}?e™ = 0 pour tout t € [0 ; +co[. On en déduit que le 
polynôme P admet une infinité de racines, c’est le polynôme nul. 


Finalement, y est un produit scalaire sur E. 


(b) Pour n € N, posons 
+00 
I= Î tre dt 
0 
de sorte que p(X r X 4) = 1,+9. Par une intégration par parties généralisée 1, on a pour 


tout n > 1 
+00 +00 +o 
I tre t dt = [ = e=] + n | 47 let dt. 
0 0 0 


1. Les calculs sont détaillés dans le sujet 17 du chapitre 2 de l'ouvrage Exercices d'analyse MP. 
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Ainsi, In = nl, _1 et, sachant Io = 1, on conclut In = n! puis 


p(X’, X?) = (p+ a)! 


(c) La famille (1 X, X 2) est libre, il est donc licite de l’orthonormaliser par le procédé 
de Schmidt +. 

On pose Po = 1 puis P) = X + ÀP, avec À tel que (Po | Pi) = 0. On résout l’équa- 
tion 1 + À = 0 et donc P, = X — 1. On pose ensuite Po = X? + APh + LP, avec À et y 
tels que (Pol P2) = 0 et (Pı | P2) = 0. On résout alors les deux équations 2 + À = 0 
et 4+ u = 0 ce qui donne P) = X? — 4X + 2. Enfin, on divise chaque polynôme par sa 
norme? pour former la famille orthonormale (Qa, Q1, Q2) cherchée : 


: a 1 
Qo=l, Qı=X-1 et Q=3(X? -4X +2). 
(d) méthode 


La borne inférieure cherchée est liée à la distance de X? à l’espace R2[X] pour 
la norme euclidienne associée au produit scalaire @. 


Pour (a,b,c) € R3, on remarque 
+00 
f (t — (at? + bt + c))? dt = |X? — (aX? +bX + 0)? 
0 
et donc 
+oo 
. 3 _ (42 24 ; 3 2 3 2 
eite (t — (at? +bt+c)) dt paf lX P| = d(X$,R[X)) 
Cette distance se calcule à partir du projeté orthogonal de X? sur F = R2[X]. 
dx, F) = || X? - pr (x) ||: 
On peut calculer ce projeté à l’aide de la base orthonormale (Qo, Q1, Q2) de F (Th. 5 
p. 246) : 
pr (X?) = (Qo, X?) Qo + (Q1: X?) Q1 + 6 (Q2, X?) Q2 = 9X? — 18X +6. 
a e 


— — 
=6 =18 =18 X3 


Il est inutilement fastidieux de calculer directe- + 

ment la norme de X? — pr (X 3) … Par le théorème PA 
de Pythagore, on peut écrire : PA / 
/ pr(X°) / 


f 


[Zl = a(x*, F} + llor (P. F= R[x] 


1. La démarche est présentée dans le sujet 3 du chapitre 11 de ouvrage Exercices d’algèbre et de 
probabilités MPSI. 

2. Pour calculer la norme de Q2, il est intéressant de remarquer (Q2 | Q2) = (Q2 |X?) ce qui allège 
considérablement les calculs. 

3. L'élévation au carrée est une bijection croissante sur R+} : dans la deuxième égalité, la borne 
inférieure du carré est le carré de la borne inférieure car les quantités engagées sont positives. 
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avec 7 
Ier (X°) ||? = 6? + 18? + 18? = 684 


car 6, 18 et 18 sont les coordonnées du projeté dans une base orthonormale. 


Finalement, 


. TOS 3 2 2 3412 : ög 
inf À (t — (at? +bt+c)) dt = || X* ||" — 684 = 36. 
(ab,e)ERS Jo 


Exercice 2 
Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien Æ muni d’une base orthonormale 


e=(e:,...,e,). Montrer 


tr(f) = D (ex | f(ex)). 


k=1 


Solution 
méthode 
| Les coordonnées x1,...,%, d’un vecteur x de Æ dans une base orthonormale 
le=(e1,...,en) sont données par £p = (ep |£). 

La trace de f est égale à la trace de sa matrice représentative À = (a; ;) dans la base e. 
La j-ème colonne de la matrice À est constituée des coordonnées dans e du vecteur f(e;). 
Le coefficient a;,; correspond donc à la i-ème coordonnée de f(e;). On l’obtient par le 
calcul a;,; = (e;|f(e;)). On en déduit 


| Exercice 3 
Soit p une forme linéaire sur E = M,(R). Montrer qu'il existe une matrice À 
| dans M,(R) vérifiant (M) = tr(AM) pour tout M € MR). 


Solution 


méthode 
Dans un espace euclidien E, les formes linéaires correspondent aux produits 


scalaires avec les vecteurs de E (Th. 1 p. 245). 


On introduit le produit scalaire canonique sur M,(R) donné par 
(A, B) = tr('AB). 


Puisque 4 est une forme linéaire sur l’espace euclidien MA(R), il existe A € M,{R) 


telle que 
g(M)={(A',M) pour tout M € M,(R). 
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En posant À — ‘4/, on obtient ! 


E(M)=tr(AM) pour tout M € M,{R). 


Exercice 4 
On munit l’espace E = C (fa ;b], R) du produit scalaire 


b 
Gas f FEJE dt. 


Pour n € N, on note fn la fonction de Æ définie par f,(t}) = t” et P l’ensemble des 
| fonctions polynomiales sur [a;b]. 


(a) Justifier que la famille (pn )nen est totale. 


(b) Déterminer lorthogonal de P. 


Solution 


(a) L’espace vectoriel engendré par les fonctions f, est P. Il s’agit donc d'établir que 
l’espace P = Vect(pn)nen est dense dans E pour la norme euclidienne. 


méthode 
Par le théorème de Weierstrass?, toute fonction continue sur un segment peut 


être uniformément approchée par une fonction polynôme. 


Soit f une fonction élément de E et e > 0, Il existe une fonction polynomiale y € P 
vérifiant | f(t) — p(t)| < € pour tout £ € [a;b]. On a alors 


-e1=(f Ro a) adaa 


<e? 
Par conséquent, la partie P est dense? dans Æ et lon peut affirmer que la famille (fn)nen 
est totale. 


(b) Soit f une fonction de l’orthogonal de P. Par la densité qui précède, il existe une 
suite (A) de fonctions polynomiales qui converge vers f pour la norme euclidienne. On 
a alors 


FF = (FI) = (flf-pn)+(flen) car f EPt. 
RÉ 


=0 


1. On peut aussi justifier existence de la matrice À de façon plus élémentaire comme dans le sujet 32 
du chapitre 9 de l'ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI. 

2. Voir Th 7 du chapitre 7 de l'ouvrage Exercices d'analyse MP. 

3. La norme cuclidienne est dominée par la norme uniforme sur [a;b] et le théorème de Weierstrass 
assure que la partie P est dense dans E pour la norme uniforme : elle l’est donc aussi pour la norme 


euclidienne. 


A Renesnsmmmemeenennennnnnenens 
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Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz 


IIP < IFI NA- el 20 done f=0. 


—0 


Ainsi !, seule la fonction nulle appartient à PŁ et l'on peut conclure? que P+ = {0}. 


6.4 Exercices d'entraînement 


6.4.1 Généralités sur les espaces préhilbertiens 


Exercice 5 * 
Soit E un espace préhilbertien réel et f,g: E — E deux applications vérifiant 


(F(x). y) = (x, g(y)) pour tout (x,y) € E2. 


Montrer que les applications f et g sont linéaires. 


Solution 


méthode 
On peut montrer que deux vecteurs x et y de Æ sont égaux en observant 3 


{x,2) = (y,z) pour tout z E€ E. 
Soit À, u € R et x,y € E. Pour tout vecteur z € E, l'hypothèse d'étude donne 
(FAx + ny), 2) = (àx + uy, g(z)). 

On développe le second membre par linéarité du produit scalaire en la première variable 

(FAx + uy), 2) = A(x, g(2)) + uly, g())- 
On poursuit le calcul en exploitant à nouveau l'hypothèse 

(FAx + uy), z) = AF (2), 2) + aF) 2) = AFE) + Hf(y), 2). 

Par différence de membres, on obtient 

(FAx + uy) — (AF) + uf (y)) 2) = 0. 


Le vecteur f(Ax + py) — (Af(x) + mf (y)) est orthogonal à tout vecteur de E, il est 
donc nul. Ainsi, on obtient que l'application f est linéaire. Le raisonnement est identique 


pour g. 


1. On peut comparer cette étude à celle menée avec la norme uniforme dans le sujet 12 du chapitre 7 
de ouvrage Exercices d'analyse MP. 

2. En particulier, (PŁ)+ Æ P. Pour F sous-espace vectoriel, la formule (FL) = F est valable dans 
un espace euclidien, ou plus généralement lorsque F est de dimension finie. Elle n’est pas vraie en général. 

3. Tl ne s’agit pas de simplifier directement par z mais d'exploiter que x — y est orthogonal à tout 
vecteur de E. 
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[ Exercice 6 * 
Soit À une partie d’un espace préhilbertien Æ. Montrer 


RE 


Solution 


méthode 
Pour À et B deux parties de E, on sait 


AC(A!)T et ACB = BLcAL. 
Par la première propriété utilisée avec Al au lieu de À, on obtient une première 
inclusion A+ C (ALT. 
Par la deuxième propriété utilisée avec (A+)+ au lieu de B, on obtient l'inclusion 
réciproque ((4+)+)* c At. 
Par double inclusion, on peut affirmer légalité. 


Exercice 7 * 
Soit À une partie d’un espace préhilbertien E. 


(a) Montrer que l’orthogonal de À est une partie fermée. 


(b) Montrer que A et À ont le même orthogonal. 


Solution 


(a) méthode 
| On vérifie que A+ contient les limites de ses suites convergentes. 
Considérons (£n) une suite d'éléments de A+ convergeant vers un vecteur x de E. Mon- 


trons que x appartient à A+. Soit a un élément de A. Pour tout n € N, on sait {a|x,) = 0. 
Vérifions que ceci entraîne (a|x) = 0. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz!, on a 


[@lx) = (alæn)| = (alx = za)| < lall Ir — an] —— 0 
` y R+oo 
—0 


et donc | 
(alx) = „im (al&n) =; 


Ainsi, x est orthogonal à tout élément de A et donc x € At. La partie A+ contient les 
limites de ses suites convergentes, c’est une partie fermée. 


(b) On sait À C A et l’on a done une première inclusion A! € At. 
1. On peut montrer que le produit scalaire est une application continue lorsque Æ est muni de la 
norme euclidienne car |{æ|y) — (xo |yo)| < Ile ~ zoll yll + lizol lly — voll- 


O 
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Inversement, soit a un élément de A! et x un élément de A. Il existe une suite (2a) 
d'éléments de À convergeant vers x. Pour tout n € N, on a (a | Zn) = 0 et, comme 
au-dessus, on obtient à la limite (a|x) = 0. Ainsi, a est orthogonal à tout élément de À 
et l’on peut affirmer la seconde inclusion A+ € At. 

Finalement !, At = 44. 


Exercice 8 ** 
On note E = Æ(N,R) l’ensemble des suites réelles (un) telles que la série ra 
converge. 


(a) Montrer que E est un espace vectoriel réel. 


Pour u,v € E, on pose 


caes] 
(uo) = N nün 


n=0 
(b) Montrer que {:, -} définit un produit scalaire sur F. 
R On note F le sous-espace vectoriel de E constitué des suites nulles à partir d’un 
Q certain rang et v une suite élément de Æ qui n'appartient pas à F. 
P (c) Déterminer F+. Les espaces F et F+ sont-ils supplémentaires ? 
(d) On pose G = Vect(v). Comparer F+ + GŁ et (F n G)+. 


FN 


\ 


Solution 


X 


(a) méthode 
On vérifie que E = (N, R) est un sous-espace vectoriel de l’espace R\ des 
suites réelles. 


L'ensemble E contient la suite nulle, C'est donc une partie non vide de l’espace RY. 
Pour À € R et u € E, on a immédiatement la convergence de }` (Aun)? et donc àu € E. 
Soit u, v € FE. Etudions la suite u+v qui est de terme général un +vn. Pour tout naturel n 


PA 2 2 2 
(ün + Un) = Un F 2UnUn + Un. 


méthode 
|| On exploite l'inégalité 2ab < a? + b? valable pour tous a et b réels. 


On en déduit 
2 
(un + Un) < 2(u? + v?). 
Par comparaison de séries à termes positifs, on obtient la convergence de $ (un + Un)? 
et l’on peut affirmer que u +v appartient à B. 


Finalement, E = £(N,R) est un sous-espace vectoriel de RN, c’est donc un espace 
vectoriel réel. 


1. Par ce résultat, on retrouve rapidement celui de la deuxième question du sujet 4 p. 251 : sachant 
que P est dense dans E, PŁ est réduit à la fonction nulle. 


6.4 Exercices d'entraînement | 255 


(b) Commençons par vérifier que l'application {-, -) est bien définie en étudiant la 
convergence de la série définissant (u,v). Soit u, v € (N, R). En exploitant de nouveau 
l'inégalité 2ab < a? + b2, on obtient 


(us + va): 


NI = 


1 2 2 
lun Un | = BAI [Un | < z (lun + lun] ) z 


Par comparaison de séries à termes positifs, on peut affirmer que la série Ñ` unun est 


absolument convergente et donc convergente. Ainsi, l'application (-, -} est bien définie 
de E x E vers R. 
Vérifions ensuite que (-, -)} est une forme bilinéaire symétrique définie positive. On 


introduit u,v, w € E et à, u € R. Par commutativité de la multiplication réelle, on obtient 
la propriété de symétrie 


+00 +o 
wu = bp Unün = 5 UnUn = (u,v) 
n=0 n=0 


Aussi, on peut écrire avec convergence des séries introduites 


+00 +00 +20 
(u, Av + pw) = 5 Un(AUn + Wn) = À 5 UnUn + p 5 UnWn = Alu, v) + ulu, w). 
n=0 n=0 n=0 


L'application (-,-) est donc linéaire en sa deuxième variable et par conséquent bilinéaire. 
Enfin, par sommation de termes positifs, on obtient 


+o 
(u, u) = Ju, 20 
n=0 


et, si (u, u) = 0, on conclut que la suite u est nulle par nullité d’une somme de termes 
tous positifs. 
Finalement, (-,-) définit un produit scalaire sur E = £? (N, R). 


(c) Soit u € F+. 


méthode 
La suite u est orthogonale aux suites élémentaires e? (avec p € N) déterminées 
par 
1 sin= 
| P(n) = np = Ë p pour tout n € N. 
i 0 sinon 


Pour tout p € N, la suite e? est élément de F et donc 


+00 
(u, e”) = bD Unôn,p = Up = 0. 


n=0 


mnt mms 
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On en déduit que la suite u est nulle ce qui donne F+ c {0}. Inversement, la suite nulle 
appartient à l’orthogonal de F et donc F+ = {0}. 


1 


Les sous-espaces vectoriels F et FL ne sont pas supplémentaires ! car 


FoFt=Fo{0}=F#E. 


(d) D’une part, F+ + G+ = {0} + G+ = G+. D’autre part, (F N G)+ = {0}* = 
On a donc l'inclusion? F+ +G- c (F NG)+ et celle-ci est stricte car G} £ E puisque v 
est une suite non nulle : elle appartient à G C E sans appartenir à G4. 


Exercice 9 ** 
Soit § l’ensemble des vecteurs de norme 1 d’un espace préhilbertien réel E. 
Montrer que si x et y sont deux éléments distincts de S alors, pour tout À € R, 


AENG AAL = (1 -A)r + Ay € S. 


Solution 


méthode 


On observe que la fonction f: à € R > a — ))z + Ayl? est une fonction 
polynomiale de degré 2. 


Par l'identité remarquable 
; | 2 
lla + b|? = ljali? + 2(a, b) + Ilbll 
on développe la norme exprimant f(À) 


FO) = 0 = A} el? HAG — A(z, y) + À Jyll? 
D D. nf 
=1 =1 
L'expression f(A) est donc polynomiale de degré inférieur à 2. Le coefficient de À? dans 


celle-ci est 2(1 — {x,y)). Par absurde, si (x,y) = 1, on a égalité dans l'inégalité de 
Cauchy-Schwarz 


(zy) = |2, y)] = liel I 


Les vecteurs x et y sont donc colinéaires. Or ils sont aussi de même norme et distincts. 


1. Aussi l’inclusion de F dans (F1)} est stricte. 

2. Lorsque F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, on a les propriétés (F + G)+ = FENG} et 
F1 +GL C (FNG)}. Cette dernière inclusion devient une égalité dans un espace euclidien (voir sujet 6 
du chapitre 11 de l'ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPST). 
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Ils sont donc opposés mais alors (x, y) = —1. C’est absurde. 
Ainsi, f(À) est une expression polynomiale du second degré 

exactement. Puisque celle-ci prend la valeur 1 en À = 0 et 

en À = 1, elle ne peut reprendre la valeur 1 pour aucun autre À. 
Géométriquement, ce résultat signifie que la droite affine y 


D={(1—A)jz +y |à ER} S 


passant par x et y ne recoupe pas la sphère unité S. Ceci est 
évident si l’on figure la situation dans un plan contenant x et y. 


S 


6.4.2 Espaces euclidiens 


Exercice 10 * | 
Montrer que la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique sur Mn (R) 
vérifie : 

ABI] < |All || B]| pour tous A et B de Mn (R). 


Solution 
Soit A = (ai,;) et B = (bij) deux matrices de M,(R). Le produit scalaire canonique 
sur Mn (R) est donné par (A, B) = tr(‘4B) et la norme euclidienne par 


| m f 1/2 
ILAÏ = y tr(t44) = (S52) : 


Étudions la matrice C = AB = (c;,;). Pour tous # et j de [1:n], le coefficient d’in- 
dice (i, j) de la matrice C est 


nm 
Cij = D Gi kbkj donc T > S D Qi sha) ; 
k=1 i=1 j=1 


méthode 
| Par linégalité de Cauchy-Schwarz, on sait 
g y 


Er) EAE) 


| pour tous æ1,...,%n €t Y1,...,Un réels. 


Par cette inégalité 


IP < SD) D ds) D a.) 


258 Chapitre 6. Compléments sur les espaces préhilbertiens 


On réorganise ensuite le calcul des sommes 


le <5 (4) »(54.) Sa) IBI? = IA IBI? - 
k=1 k=l 
— aa — m 


i=l j=1 i=1 \k=1 
=||B||2 =|AI? 
A|1B1. 


Par croissance de la fonction racine carrée, on conclut | AB| = ||C|| < 


Exercice 11 ** 
Soit a et b deux vecteurs unitaires d’un espace euclidien X. On étudie l’endomor- 
phisme f de Æ donné par 
f(x) = x - (a|x)b. 
(a) À quelle condition l'endomorphisme f est-il bijectif ? 


(b) À quelle condition l’endomorphisme f est-il diagonalisable ? 


Solution 
(a) L'application f est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, il suffit 
d'étudier son noyau pour savoir s’il est bijectif. Soit x élément de E. On a 
x € Ker(f) = x = (a| x)}b. 
Dans cette équation, l'inconnue x apparaît sous deux écritures : x et (a |x). 


méthode 
On étudie le produit scalaire avec a des deux membres de léquation afin de 
déterminer (a|x). 


Si z est solution de l'équation x = (a |æ)b, on a (a |z) = (a|x)(a|b). Ceci conduit à 
discuter selon que (a|b) = 1 ou non. 

Cas : (a|b) Æ 1. On obtient (a|x) = 0 puis z = 0.b = 0g. Le noyau de f se réduit au 
vecteur nul, Pendomorphisme est hijectif. 

Cas : (a|b) = 1. L’équation précédente n'apporte rien mais on observe f(b) = 0p et le 
noyau de f n’est donc pas réduit au vecteur nul : Pendomorphisme f west pas bijectif. 

En résumé, f est bijectif si, et seulement si, (a|b) 1. Cette condition peut cependant 
être exprimée plus simplement. Les vecteurs a et b étant unitaires, lorsque (ab) = 1 on 
a égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz 


(a1b)| = ljal lel - 


On en déduit que a et b sont colinéaires et même égaux car unitaires et de produit scalaire 
positif. La réciproque étant immédiate, on peut affirmer que (a |b) = 1 si, et seulement 
si, les vecteurs a et b sont égaux. 

Finalement, l’endomorphisme est bijectif ! si, et seulement si, a Æ b. 


1. Lorsque a = b, l'endomorphisme f est la projection orthogonale sur l’hyperplan de vecteur normal a. 


— 
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(b) méthode 
On peut résoudre cette question en étudiant léquation aux éléments propres 
f(x) = àx ce qui conduit à des calculs semblables aux précédents. On peut 
aussi rechercher un polynôme annulateur ! de f. 


Nous privilégions cette dernière méthode. Pour x € Æ 


F(F(œ)) = Fe) — (a| f(2))b = f(x) — (1— (alb)) (ax)b 
< 
= (2 — (a|b)}) f(x) + ((a[b) — 1)z. =r-} (z) 


Le polynôme X? + ((a |b) —2)X + (1 — (a | b)) est annulateur de f et possède deux 
racines : 1 et 1— (aļ|b). On poursuit en discutant selon que ces racines sont distinctes ou 
non. 

Cas : (a|b) #0. Le polynôme annulateur est scindé sur R et à racines simples, Pendo- 
morphisme f est diagonalisable. 

Cas : (a|b) = 0. Le polynôme annulateur possède une seule racine 1 et c'est donc la 
seule valeur propre possible pour f. L’endomorphisme est alors diagonalisable si, et seule- 
ment si, f = Idg. Or ceci n’est pas le cas car f(a) =a— b +a. 

En résumé, l’endomorphisme f est diagonalisable ? si, et seulement si, (a |b) Æ 0. 


Exercice 12 ** 
Soit E = R,[X] avec n € N. 


(a) Montrer l'existence et l’unicité d’un polynôme A de E tel que 


1 
P(0)= | AG)P(t)dt pour tout P € E. 
0 


(b) Établir que le polynôme A est de degré n exactement. 


Solution 


(a) méthode 
L'application P + P(0) est une forme linéaire sur l’espace euclidien R, [X], 
elle peut donc être représentée par un produit scalaire (Th. 1 p. 245). 


On définit un produit scalaire? sur R[X], et donc a fortiori sur E = R,[X], en posant 


(P,Q) = Î POQ) dt. 


1. L’endomorphisme g: æ ++ (a | x)b est de rang 1 et peut donc être annulé par un polynôme de 
degré 2, il en est alors de même de f = Idg — g. 

2. En étudiant les éléments propres, on obtient que l’espace propre associé à la valeur propre 1 est 
l'hyperplan {a}! tandis que l’espace propre associé à la valeur propre 1 — (a|b} est la droite Vect(b). 

3. Voir sujet 1 du chapitre 11 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI. 
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Puisque l'application P + P(0) est une forme linéaire sur R[X], il existe un unique 
polynôme A dans R,[X] tel que cette forme linéaire corresponde au produit scalaire 
avec À. Autrement dit, il existe un unique polynôme À € E vérifiant 


P(0) = (A, P) = a A(t)P(t)dt pour tout PE E. 


(b) Par l'absurde, si le degré de A est strictement inférieur à n, le polynôme P = XA 
est élément de R,[X1 et donc 


1 
I tA(t}° dt = (A, P) = P(0) = 0. 
0 
Cependant, la fonction t + tA(t)? est continue et positive sur [0 ;1]}, la nullité de l’inté- 
grale entraîne alors que tA(t}? = 0 pour tout t € [0; 1]. On en déduit que le polynôme A 
est nul puisqu'il possède une infinité de racines. Ceci est absurde. 


| Exercice 13 ** (Inégalité d'Hadamard) 
| Soit E un espace euclidien orienté de dimension n > 1. 


(a) Montrer que, pour toute famille (21,...,æ,) de vecteurs 2deE, 
(Eee il < [alta : 


(b) Dans quels cas y a-t-il égalité ? 


Solution 


(a) méthode 


| On orthonormalise la famille (x1,...,æ,) par le procédé de Schmidt. 
Si la famille (x1,...,%,) est liée, son produit mixte est nul et l'inégalité est vraie. 
Si la famille (x1,...,x%.) est libre, on peut l’orthonormaliser par le procédé de Schmidt 


ce qui forme une base orthonormale e = (e1,...,e,) de l’espace euclidien E qui est de 
dimension n. 

Si la base e est directe, le produit mixte correspond au déterminant dans cette base. 
Sinon, le produit mixte est opposé à ce déterminant. Dans les deux cas 


Lei, nel = Idete(21,.….,2n) 
avec det.(x1,...,%n) qui est le déterminant de la matrice À = (a; j) figurant la fa- 
mille (£1,..., £n) dans la base orthonormale e. Pour tout indice (4, j), le coefficient ai; 


1. Le même raisonnement peut être repris pour établir que la propriété de la première question est 
fausse lorsque Æ = R[X]. En substance, on peut souligner que le théorème de représentation des formes 
linéaires peut ne pas être valable en dimension infinie. 

2, [en gpr iEn] désigne le produit mixte de la famille (£1, . . - , £n ), c'est-à-dire le déterminant de cette 
famille dans n'importe quelle base orthonormale directe de Æ. 
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est la i-ème coordonnée dans e du vecteur x; et donc 


ij = (€i, Tj). 


Par le procédé de Schmidt, x; € Vect(e1,...,e;j) et la matrice A est triangulaire supé- 
rieure de la forme 

{e1,æ1) (e1, £2) as (Cis fn) 

(ez, z2) < 
ri (en-1 ; Tn) 
(0) (En; Zn) 

On a donc 

Ce, g siin] | = (e1, £1) zei (ens&n). 


Enfin, la base e étant constituée de vecteurs unitaires, linégalité de Cauchy-Schwarz 
donne 
Kej z) < lesll sil = Url 


ce qui permet de conclure 


|Een +32a]| < erlesen: 
(b) Si la famille est liée, il y a égalité si, et seulement si, l'un des vecteurs x; est nul. 
Si la famille est libre, on reprend les notations qui précèdent et l’on peut affirmer qu’il 
y a égalité si, et seulement si, 


læ; = [Kej z;}| pour tout j € [1;n]. 


Par égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz, cela revient à dire que x; est colinéaire 
à ej pour tout j € [1;n]. La famille (x1,...,%,) est alors orthogonale. Inversement, si 
la famille (x1,...,4,) est orthogonale, il y a égalité +. 


| Exercice 14 ** 

| Soit a,b deux vecteurs unitaires d'un espace euclidien Æ de dimension n > 2. 
Déterminer le maximum et le minimum de la fonction f: x (a|x)(b|æ) définie sur 

| la sphère unité fermée de Æ. 


Solution 

La sphère unité fermée S est une partie compacte de E et l’application f y est continue 
car produit de deux formes linéaires? : la fonction f admet donc un minimum et un 
maximum sur la boule unité fermée. 


1. Le produit mixte mesure le volume algébrique d’un parallélépipède en dimension n, il y à égalité 
dans l'inégalité lorsque celui-ci est « droit » ou « plat ». 

2. Rappelons qu'en dimension finie les parties compactes sont les parties fermées et bornées tandis 
que les applications linéaires au départ d’un espace de dimension finie sont assurément continues. 
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méthode 
| On exprime le vecteur x par ses coordonnées dans une base orthonormale 
| adaptée à la situation. 


On commence par isoler les cas où Vect(a, b) ne serait pas un plan. 

Cas : a = b. On a f(x) = (a|x)?. Le maximum cherché vaut 1, il est atteint en z = a. 
Le minimum vaut 0 et est atteint en tout vecteur unitaire orthogonal à a. 

Cas : a = —b. On a f(x) = -(a|x)?. Le maximum vaut 0 et le minimum —1. 

Dans les cas restants, les vecteurs a+b et a —b constituent une famille orthogonale car 


(a +bļa — b) = ljali? — Jbl? = 0. 
Posons alors 


1 
e= (atb) et e= 


Ta +41 PEL 


Les vecteurs e1 et e2 forment une famille orthonormale que l’on peut 


Te compléter en une base orthonormale e = (e1,e2,...,e,). Soit x un 

L vecteur de la sphère unité fermée S et z1,...,%, ses coordonnées 

à dans la base e — 

£ = ¥1ei + T2€2 H: +H Enen avec 2? +aè+...+r2 — 1, 
# 
pe i 1+ (alb) (alè) 
E” + (a 1— (a 
(a|) = r1 + mo 
lla + bll [a — bli 


et une écriture analogue pour (b|x) permettant d'exprimer f(x) : 


~o #1 Y 1— (alb) 1+ (aļb) 1— (alb) 
ro-a a Ale a a, 
>0 >0 


Sachant x? +23 +... +x% = 1, cette expression est maximale lorsque zı vaut 1 et les 
autres valeurs x; sont nulles. Elle est minimale pour zə = 1 et les autres valeurs nulles. 


Finalement, 
„~ _ 1+(alb) . _ (alb)—1 
moapae a G mia f(x) E 2 


On notera que ces formules conviennent aussi pour les cas initialement isolés. 


Exercice 15 *** (Famille obtusangle !) 

Soit £1, £2, …, Tn-+2 des vecteurs d’un espace euclidien E de dimension n > 1. Montrer 

qu'il est impossible que (x; | £j) < 0 pour tous les indices à et j distincts compris 
| entre letn+2. 


1. Selon que (g |y) est positif, nul ou négatif, on dit que les deux vecteurs x et y forment un angle 
aigu, droit ou obtus. 
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Solution 
méthode 


| On commence par étudier les cas n = 1 et n = 2. 


Cas : n = 1. Par l'absurde, supposons disposer d’une famille (x1,%2,x%3) de vecteurs 
d'une droite E telle que 


(zı |z2) <0, (z2 |z3) <0 et (za | z1) «<0. 


L'espace E étant de dimension 1, les vecteurs z1, £2 et æ3 sont deux à deux colinéaires. 
En particulier, on peut écrire zı = À1x3 et to = 2x3 car +3 est non nul. On a alors 


(z1 |23) = Az et (z2|z3) = A2 lzall? 
avec À1 < D et àa < 0. Ceci entraîne 
(z1 |z2) = Ah lles? > 0 
>0 


ce qui contredit l’hypothèse (xı | z2) < 0. 
Cas : n = 2. Par lPabsurde, supposons disposer d’une famille de vecteurs (£1, £2, £3, ta) 
telle que 
vaj epa, 4245 = (ziz) < 0. 


E a ; ; -L PORE 
En décomposant les vecteurs xı, £2, £3 selon les droites Vect(x4) et {z4} , on peut écrire 


zı = Yı + T4, Lo = Y2 +Az2r4 et g3 = Y3 + À3T4 


avec Y1, V2, Ya € fat”. L'inégalité (x; |x4) < 0 donne À; < 0 pour tout i € [1 ; 3]. 
On a alors, pour à Æ j dans [1:3], 


(zile) = XX leah? + (lu) et (œilz;) <0. 


Or XÀ; > 0 et donc (y: |y;) < 0. Les vecteurs y1, y2, Y3 appartenant à la droite {za}, 
l’étude du cas n = 1 permet de conclure à une absurdité. 
Cas général : 


méthode 
On raisonne par récurrence en projetant la famille de vecteurs sur l’hyperplan 
de vecteur normal égal au dernier vecteur de la famille. 


Montrons par récurrence sur n > 1 qu’il ne peut exister dans un espace euclidien de 
dimension n > 1 de famille (x1,...,1112) de vecteurs vérifiant (x;|x;) < 0 pour tous les 
indices i Æ j. 

Les cas n = 1 et n = 2 ont été résolus ci-dessus. 

Supposons la propriété établie au rang n — 1 > 1 et supposons par l’absurde que 
(t1,...,%n42) soit une famille de vecteurs d’un espace euclidien de dimension n vérifiant 
l'hypothèse (x; |x;) < 0 pour à Æ j. On introduit les vecteurs 71,...,%n+1 obtenus par 
projection orthogonale de x1,...,2,41 sur l’hyperplan H = CR 

4 


aan tenons 


re 
PN 
Š 


OO ARE AE 
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Pour tout i € [1;n +1], on peut écrire 
Ti = Yi + ÀiLn42 s | 


avec À; < 0 car (£; |En+2) = À ||£n+2]? < 0. On a alors, 
pour à £ j dans [1;n +1], 


(ils) = Aià; nel? + (ui ly5) < 0. 
~ 


>0 


Les vecteurs y1, ..-, Un41 Constituent alors une famille d’un 
espace euclidien de dimension n — 1 vérifiant ! (y; |y;) < 0 
pour tous les indices i # j. L'hypothèse de récurrence 
assure que ceci est absurde. 

La récurrence est établie. 


6.4.3 Projection orthogonale et distance 


Exercice 16 * 
On munit Mn (R) de son produit scalaire canonique (A, B) = tr{tAB). 


(a) Montrer que les espaces Sn (R) et An (R) des matrices symétriques et antisymé- 
triques sont supplémentaires et orthogonaux. 


(b) Calculer la distance à S3(R) de la matrice 


M = 


ASe 


CAN À) 
2 4 
4 3 


Solution 


(a) méthode 


En montrant que des espaces sont orthogonaux, on peut immédiatement affir- 
mer qu’ils sont en somme directe (Th. 2 p. 245). 


Soit S € S\(R) et A € A, (R). On a tS = S et A = — A. On en déduit 
(S, A) = tr(°SA) = tr(SA) et (5,4) = (A, S) = tr(‘AS) = tr(— AS) = — tr( A5). 


Or tr(AS) = tr(SA) et donc (4, S) = 0. Ainsi, les espaces S, (R) et 4, (R) sont orthogo- 


1. Les vecteurs y; et y; se situant d’un même côté de l’hyperplan sur lequel on projette, la propriété 
de former un angle obtus est conservée par la projection. 
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naux et donc en somme directe. Aussi, pour tout M € Ma(R), on peut écrire 1 
I 1 
M =3(M+*M)+3(M- M) (x) 


avec 


Z(M + M) € SAR) et Z(M — M) € A(R). 


La somme des espaces S,(R) et A, (R) est donc égale à M4 (R) et l’on peut affirmer que 
ceux-ci sont supplémentaires et orthogonaux ?. 


(b) méthode 
| La distance de M à l’espace S3(R) est égale à la distance de M à son projeté 
| orthogonal sur S3(R). 


Pour calculer le projeté orthogonal de M sur S3(R), il suffit de décomposer la matrice M 
en la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique. La formule (+) 
réalise cette décomposition : 


1 2 3 r 2 0 1 i 
0 2 4f=|1 2 4]+|-1 00 
1 4 3 2 4 3 —1 0 0 


La distance de M à S;(R) correspond alors à la norme de la matrice antisymétrique de 
l'écriture ci-dessus. 


méthode 
| Le produit scalaire (A, B) = tr(*AB) correspond simplement au calcul 


| (A, B) = 5 5 Qi, jbi j. 


i=1 j=1 


La distance de M à S3(R) est donc d{M,S3(R)) = 4/12 + 12? + (—1)2+(—1)2 =2. 


Exercice 17 ** 
Soit E un espace euclidien de dimension n muni d’une base orthonormale e et p 
la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel F muni d’une base orthonor- 


male (£1, ..., m). Montrer que la matrice À de p dans la base e est 
mM 
A= ` ' Xk Xp 
| k=1 
avec X:1,...,X, les colonnes des coordonnées des vecteurs Z1,...,%m dans €. 


| P à F 1 
1. En peut aussi affirmer la supplémentarité par un argument de dimension car dim Sn(R) = natn ) 


et dim An (R) = 2) de somme égale à n? = dim Mp (R). 
2. Chacun est alors l’orthogonal de l’autre. 


OO E mms E 
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Solution 


Chapitre 6. Compléments sur les espaces préhilbertiens 


méthode 
| On sait exprimer le projeté orthogonal d’un vecteur dans une base orthonor- 
male de l’espace sur lequel on projette (Th. 5 p. 246). 


Pour tout g € E, on a 
m 
pe) = X (z |2)e. 
k=1 


En notant X la colonne des coordonnées du vecteur x dans la base orthonormale e, on 
peut exprimer le produit scalaire de xx et x par le calcul matriciel suivant : 


(zk |£) = °XEX. 


La colonne des coordonnées du vecteur image p(x) est alors 
mM 
AX =Y (XX) Xr 
k=1 


Or ‘X4X est un réel et donc (XX) Xx = Xk (XLX) ce qui permet d'écrire 


P P 
AX = XO XXX = (S xex)x 
k=1 


k=1 


On identifie | alors la matrice À ce qui valide la formule proposée. 


Exercice 18 ** 


Soit p un projecteur d’un espace euclidien E vérifiant (p(x), £) > 0 pour tout x de E. 
Montrer que p est un projecteur orthogonal. 


Solution 


méthode 
Un projecteur p projette sur Im(p) parallèlement à Ker(p). Il est orthogonal 
si, et seulement si, Im(p) et Ker(p) sont des sous-espaces orthogonaux. 


Soit x € Im(p) et y € Ker(p). Considérons? z = x+ Ay avec À € R. On a par hypothèse 
(p(z + ày), £ + Ày) > 0. 
Sachant p(x) = x et p(y) = 0g, ceci donne 


æl? +A(z,y} >0 pour tout À € R. 


1. La matrice À d’une application linéaire u est l’unique matrice qui caractérise le calcul vectoriel 
y = u(x) par le produit matriciel Y = AX avec X et Y les colonnes des coordonnées de x et y dans 
des bases préalablement introduites. On peut aussi considérer X une colonne élémentaire et employer 
l'égalité pour vérifier que les matrices sont identiques colonne par colonne. 

2. On peut aussi introduire z’ = \x +y ce qui conduit à A? |x|? + (x, y) > 0. Si (x, y) Æ 0 on obtient 
une absurdité en considérant un équivalent quand À tend vers 0. 
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Par l'absurde, si (x, y) # 0, la fonction affine À > jæi? + A(z, y) change de signe ce qui 
contredit la propriété au-dessus. On en déduit (x, y) = 0 et les espaces Im(p) et Ker(p) 
sont orthogonaux. 


Exercice 19 *** 
On munit l'espace E = C'([-1;1], R) du produit scalaire (+, -) donné par 


{u,u) = fi i (u(t}u(e) + w (tjv (t)) dé 


et l’on introduit les sous-espaces vectoriels 
F={feE|f(-1D=f({)=0} t G= {g € E | g est de classe C? et g” = g}. 


(a) Montrer que les espaces F et G sont supplémentaires et orthogonaux. 


Soit a et b deux réels et 


Fap = {u € E | u(—1) = a et u(1) =b}. 


(b) Calculer 


uEFa,b 


3 è 2 ut)? 
inf fJ ewo à (t)?) dt. P 


Solution 
(a) Soit f € F et g € G. En écrivant g” (t) au lieu de g(t) dans le calcul intégral, on a 


1 1 
H= f CEE +r Er b)a- [050], =0. 


i -1 

Les espaces F et G sont donc orthogonaux et a fortiori en somme directe. Montrons que 
leur somme est égale à E. 

Soit u une fonction de E. Déterminons des fonctions f dans F et g dans G telles 
que u = f +g. 

Analyse : Supposons que (f, g) désigne un couple de fonctions convenables. La fonc- 
tion g étant solution de l'équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients 
constants y” — y = 0, il existe deux réels a et 8 tels que! 


g(t)= acht+Bsht pour toutte[-1;1]. 
Les conditions f(—1) = f(1) = 0 définissent alors un système permettant de déterminer 


les réels & et 8 


1 
ach(1) —Bsh()=u(-1) , J9 Tzam (u(1) + u(—1)) 
ach(1) + Fsh(1) = u(1) B = TT (u(1) — u(—1)). 
1. La solution générale de l'équation y” — y = 0 s'exprime indifféremment y(t) = Aet + ue 


à, u E€ R ou y(t) = acht + Bsht avec œ, f €R : on privilégie cette dernière écriture afin d'exploiter la 
symétrie de intervalle d'étude. 


t avec 


masses tisse meinninnt 
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On en déduit la fonction g puis la fonction f = u — g. 
Synthèse : Posons f et g les fonctions déterminées sur [—1 ; 1] par 
_ u() +u(—1) u(1) — u(—1) 


= en PT eg) ht et SO Sue) -ge 


La fonction g appartient à Get u = f +g. On vérifie par le calcul que la fonction F 
satisfait f(1) = f(—1) = 0 et appartient donc à F. 
Finalement, les espaces F et G sont supplémentaires et orthogonaux dans FE. 


(b) La borne inférieure étudiée revient à chercher la distance du vecteur nul à F, 3. 


méthode 


Fa,» est un espace affine obtenu par translation du sous-espace vectoriel F : la 
distance du vecteur nul à celui se déduit de l'intersection de Fop et de G. 


À l’aide des calculs qui précèdent, on peut déterminer l’unique G 
fonction ga, appartenant à Fa N G | -u F,4 
Ja,b ; a 
a+b a—b / 
t) = ht- ht. : 
mHeat RÉ SD ss 


Les fonctions de Fa,» sont de la forme u = ga,» + f avec f parcourant F. Par orthogo- 
nalité de f et ga,b 


J EP +OP) at = I = NP + gas 


Cette quantité est minimale lorsque f est la fonction nulle. On en déduit 


ar T uade- p (0 +47) ch(2) — 206 
E, a (6)? +w (P) dé = Ilga pl? = sh(2) 


Les derniers calculs sont résolus en observant que les fonctions ch et sh sont orthogonales 
et 


Ich]? = [sh]? = [. ch? (t) + sh? (t) dé = É seo) = sh2. 
-1 — =ï 
=ch(2:) 
6.4.4 Produit scalaire et transposition matricielle 
L’espace M,,1(R) des colonnes de taille n est muni du produit scalaire 
{X,Y) =!XY 
et de la norme euclidienne associée. 


Exercice 20 * i = | 
Soit A € Mn (R). Vérifier Im(‘A) = (Ker(A))* 
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Solution 
méthode 


| On vérifie que les espaces Ker(A) et Im ČA) sont orthogonaux. 


Soit X € Ker(A) et Y € Im(*A). On a AX = 0 et l’on peut écrire Y = tAX' avec X’ 
une colonne. On a alors 


(X,Y) ='XY XX =*(AX)X'=0 car AX =0. 


Les espaces Ker( A) et Im (A) sont donc orthogonaux ce qui permet d'écrire ! 


Im(‘A) c (Ker(A)}” 
De plus, le rang d’une matrice est le rang de sa transposée et la formule du rang donne 
rg(°A) = rg(A) = n — dim Ker(A) = dim(Ker(A))_. 
L 


Par inclusion et égalité des dimensions, on peut conclure? Im(*A) = (Ker(A)) 


i Exercice 21 ** | 
Soit A € Ma (R). 
(a) Comparer les espaces Ker(A) et Ker(*AA). 


(b) Comparer les espaces Im(A) et Im(A‘A). 


Solution 


(a) On a immédiatement Ker(A) C Ker(*AA) car, si X € Ker(A), on a AX = 0 et 
donc aussi AAX — 0. 


méthode 
| On établit l'inclusion réciproque en étudiant | AX |’. 


Soit X € Ker('AA). On a *AAX = 0. En considérant la norme euclidienne sur l’espace 
des colonnes, 
AX]? =*(AX)AX =ŻXĊAAX) =0. 
Ainsi, AX = 0 ce qui établit linclusion réciproque Ker(‘AA) C Ker(A) et, finalement, 
Ker(‘AA) = Ker(A). 


(b) L'inclusion Im(A'A) C Im(A) est immédiate car, si une colonne Y s'écrit A'AX, 
on peut aussi l'écrire Y = AX' avec X’ = AX. 


1. Ou, et c'est équivalent, l'inclusion Ker(A) C (Im(t4)}”. L'orthogonalité des espaces ne suffit 
cependant pas à affirmer leur égalité. E 
2. Lorsque la matrice A est symétrique (ou antisymétrique), on obtient Im(A) = (Ker(A)} . 
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méthode 


par transposition. 


Par l’étude de la question précédente et la formule du rang, on peut écrire 
rg(*4A) = n — dim Ker(*AA) =n — dim Ker(A) = rg( A). 
En appliquant cette formule à la matrice ‘À au lieu de A, il vient 
rg(A tA) = rg(A) donc rg(A *A) = rg(À). 


Finalement, par inclusion et égalité des dimensions, on conclut Im(A ‘A) = Im(A). 


| Exercice 22 ** 
Soit À une matrice de M, (R) vérifiant A? = O,. 
(a) Établir Ker(‘4 + A) = Ker(A) N Ker(‘4). 
(b) En déduire 
tA + A E€ GLa (R) > Im(A) = Ker(4). 


Solution 


(a) On a immédiatement 
Ker(A) N Ker(‘A) C Ker('A + À) 


car une colonne X annulant A et *A annule aussi A + A. 
Inversement, soit X € Ker('A + A). On sait *AX + AX = 0. Afin d'exploiter l’hypo- 
thèse 47 = On, on multiplie à gauche par À ce qui donne 


A AX + A?X = AtAX = 0. 


méthode 
|| On fait apparaître une norme euclidienne en multipliant à gauche par *X 
On obtient i 3 
‘X A'AX = ('AX\ AX = |l'Ax |". 
nu — 
=0 

On en déduit ‘AX = 0. La relation initiale *AX + AX = 0 donne alors AX = 0. Ainsi, la 
colonne X appartient à Ker(A) et Ker(tA). 

Finalement, on a obtenu l'égalité demandée par double inclusion. 


(b) ( = ) On suppose la matrice *A + À inversible. On a alors 


Ker(A) N Ker('A) = Ker(4 + A) = {0}. 


On montre légalité par un argument de dimension et de conservation du rang 
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Les espaces Ker(A) et Ker(‘A) sont donc en somme directe ce qui entraîne 
dim Ker(4) + dim Ker(‘A) < n. 
Par la formule du rang, il vient alors 
dim Ker(A) < n — dim Ker (*A) = rg[*A) = rg(A). 


Cependant, l'hypothèse A? = O,, entraîne Im(A) C Ker(A). Les espaces Im(A) et Ker(A) 
sont donc égaux. 


(<= ) Supposons Im(4) = Ker(A). Étudions le noyau de *A + A. Soit X une colonne 
élément de ce noyau. La colonne X appartient alors à Ker( A) N Ker('4). En particu- 
lier, X appartient à Ker(A) donc à Im(A). On peut alors introduire un colonne X” telle 
que X = AX’. De plus, X appartient à Ker('A) et alors 


tAX = tAAX' = 0. 
En multipliant à gauche par la ligne X’, on obtient 
IX = AX’? = °X' AAX" = 0 
=0 


et donc X est la colonne nulle. Ainsi, le noyau de *A + A est réduit à l’élément nul et l’on 
peut affirmer que la matrice ‘À + A est inversible. 


| Exercice 23 ** 
Soit À € Mn (R) vérifiant [| AX| < || XI| pour toute colonne X de My 1(R). 


(a) Montrer |'AX|| < ||X]|| pour toute colonne X de M, 1(R). 
| (b)Soit X € Mn, (R) vérifiant AX = X. Montrer AK =. 


Solution 


(a) méthode 
| On emploie l'inégalité de Cauchy-Schwarz. 


Soit X € Mn, (R). On peut écrire 
|'AX||? = (CAX)AX = tx AtAX = (X, A*AX). 


Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient 


L'hypothèse vérifiée par la matrice À permet d'écrire | A'AX| < 4x | 


jax? = (x, a'ax) < x A ‘ax | 


et donc 


[ax]? < x]'ax]] 


On peut alors affirmer || 4X || < |IX|| que la colonne ‘AX soit nulle ou non. 


= 


7 


$ 


| Poe 


EC 


` 
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(b) méthode 
| On étudie |{AX - x|}. 
On développe le calcul de la norme euclidienne par identité remarquable 
ax - X|? = 4x? — 2¢4xX, X) + IXI? - 


Par la définition du produit scalaire, on remarque 


(AX, X) = ('AX)X ='XAX =ŻXX = |X|? 


et donc 3 P 5 5 3 
Eax = x|? = fax]? — (xi? < Ixi? - AU = 


On peut alors conclure *AX = X. 


6.4.5 Polynômes orthogonaux 


| Exercice 24 ** (Polynômes orthogonaux de Legendre) 
Dans ce sujet, on identifie polynôme et fonction polynomiale associée sur [—1; 1]. 
On munit l’espace E = C({[-1;1],R) du produit scalaire 


ni 
(Flg) = a | Fat ar 


Pour n € N, on introduit le polynôme P, = UÑ? avec Un = (X —1)(X +1). 


(a) Montrer que P, est un polynôme de degré n orthogonal à tout polynôme de 
degré inférieur à n — 1. 


(b) Établir que, pour toute fonction f de l’espace préhilbertien E, 


Z (Pkl f) 
DT 


k=0 


n—++00 


Solution 


(a) Le polynôme U, est de degré 2n et donc, par dérivation à l'ordre n, le degré de Pr 


vaut deg(Un) -n =n. 
Soit Q un polynôme de degré inférieur à n — 1. Calculons (P, |Q). 


méthode 
|| On procède par intégration par parties où l’on dérive le polynôme Q. 


On réalise une première intégration par parties où l’on intègre P, = = UP e n UD p 


(PID = f Abo [ueo], f TEDO 


~ A 


Les valeurs 1 et —1 sont racines de multiplicité n du polynôme Un, elles sont donc aussi 
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racines des polynômes U},..., ue, L'égalité précédente devient alors 


1 
(P,1Q)=- | UP-DUQ' U) dt. 


On répète ces intégrations par parties jusqu’à disparition par dérivation du polynôme Q 


1 dl 
(P,1@) = f URPO" (6) dt = =(—1}" L VOQE) = 0 car OÙ =0, 


Le polynôme P, est donc orthogonal à tout polynôme de Q de degré inférieur à n — 1. 


(b) méthode 
| On introduit une famille orthonormale totale. 


La famille (P,)1en est une famille orthogonale car, pour tous m et n entiers naturels 
vérifiant m < n, on a (P,| Pm) = 0 puisque Pm est de degré inférieur à n — 1. Aucun 
polynôme P, n’est nul et l'on peut donc diviser chacun par sa norme afin de former une 
famille (Qn )nen orthonormale. Enfin, cette famille (Q, )xen est totale dans l’espace E. En 
effet, celle-ci est constituée de polynômes de degrés étagés ! et engendre donc l’espace P 
des fonctions polynomiales sur [—1;1]. Par le théorème de Weierstrass, P est une partie 
dense? de E pour la norme uniforme et donc pour la norme euclidienne qu’elle domine. 
On peut alors écrire (Th. 7 p. 247) 


DOAR 
k=0 


projeté de f sur R,[X] 


-> Er P, f 


Pal? + 


la convergence étant à comprendre au sens de la norme euclidienne. 


| Exercice 25 ** (Polynômes orthogonaux de Tchebychev) 
Dans ce sujet, on identifie polynôme et fonction polynomiale associée sur [1 ;1]. 
On note E l’espace des fonctions continues de [-1:1] vers R et, pour f,g € E, on 
pose 

L AOD y 

Vi 2 


-) définit un produit scalaire sur Æ. 


(f,g) 


(a) Montrer que (:, 


On considère la suite de polynômes (7 )1en déterminée par 
IL TE a TM TE Rene il 


(b) Soit n € N. Montrer Ta (cos 0) = cos(n8) pour tout réel 0. 


(c) Établir que (Tn)nen est une famille orthogonale totale de F. 


1. Voir sujet 24 du chapitre 7 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI. 
2. Cette étude est déjà détaillée dans le sujet 4 p. 251. 


O ii 
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Solution On développe le terme cos((n — 1)4) en cos(n#) cos(8) + sin(n®) sin(9) et l’on obtient 


(a) L'intégrale définissant (f,g) est généralisée en 1 et en —1. Commençons par jus- 


tiler sa convereenćė: Th-1(cos 0) = cos(n@) cos(0) — sin(n8) sin(8) = cos((n + 1)8). 


méthode La récurrence est établie. 
La fonction t ++ f(t)g(t) est bornée sur [—1;1] et t + = est intégrable 
sur |—1;1[. (c) Commençons par vérifier que la famille est orthogonale. 


Soit f et g deux fonctions éléments de E. La fonction fg est continue sur le seg- 


ment [—1;1] donc bornée par un certain réel M. On a alors, pour tout t € }-1;1{, méthode 


| On réalise le changement de variable t = cos 8. 


tO] _ (FO) LM 
= VI- Vie Soit m et n € N distincts. Par le changement de variable proposé avec 8 € [0; 7] 
. T . Z Ss n 4e . PRG . a 
Or la fonction t + ee St intégrable sur |—-1;1| ces positive et de D ee a arcsint Tan Tn) = Í cos(n0) cos(m)} de. 
qui admet des limites finies en 1 et en —1. Par domination, on peut affirmer l'intégrabilité Jo 
X de t => 1040 sur ]—1; 1 et donc la convergence ! de l'intégrale définissant (f, g). i 
d £ Re ; | On linéari ion tri étri 
N Ainsi, l'application (-, -} est bien définie de Ẹ x E vers R. Vérifions ensuite qu'il s’agit p linoarisa ORDRE RER la totmule 
t d’une forme bilinéaire symétrique définie positive. 1 
Pour f,g,h € Eet À p € R, on vérifie aisément cos(a) cos(b) = 9 (cos(a + b) + cos(a — b)) 
fn, (g,f)=(f,g) et (F, àg + uh) = X(F,g) + uf, h) et l’on poursuit le calcul avec des divisions par m — n et m +n qui sont possibles car ces 


. entiers sont non nuls : 
Aussi, pour f € E 


GP) [ IO >o (Ta, Tn) f ( Hasil 6) d9 
= -~-= d 2. E à cos = — 
e AE 2 j (n+ m) ) + 2 f cos((n m) ) 
De plus, si (f, f} = 0, on obtient une intégrale nulle d’une fonction continue et positive ; 7 ; T 
; ? ; 1 į sin((n + m)0 1 {sin((n — m)0 
qui est donc la fonction nulle. On en déduit que f est nulle sur ]—1:1[ puis sur [-1;1] I | K ) | z | ( ) J =0. 
par continuité en 1 et en —1. Lune Ne N 0 
Finalement, (-, -} est un produit scalaire sur E. 
Montrons maintenant que la famille est totale, c’est-à-dire que l’espace qu’elle engendre 
(b) Soit 8 € R. On vérifie la propriété TA(cos8) = cos(nf) par récurrence double est dense dans E. Par récurrence double !, on vérifie que deg(T;) = n. La famille (Th )nen 
sur n € N. est donc une famille de polynômes de degrés étagés : elle engendre l’espace des fonctions 
Bree = E la vérification est immédiate. polynomiales sur [—1;1]. Par le théorème de Weierstrass, ce dernier est dense dans Æ 
g ai R té établi Steti (aven 1 Ona pour la norme ||- || œ et l’est aussi pour la norme associée au produit scalaire (-, -) car 
D -A PTE DRIEUE BUATOSE MI TABEN e E celle-ci est dominée par || - || o- En effet, pour toute fonction f de E, 


Tap1l(cos 0) = 2 cos(0)T, (cos 80) — Tn- (cos 8). k Ae T T y 
Par hypothèses de récurrence, on poursuit le calcul IF = VF) = ( 1 \ Vie at) < ( G VA a) = vr lfl 


Tn+1(c0s 0) = 2 cos(0) cos(n8) — cos((n 3 1)0)- La famille (Th }nen est donc totale. 


1. On peut aussi réaliser le changement de variable t = cos ô qui transforme l'intégrale étudiée en une 1. On retrouvera celle-ci détaillée dans le sujet 28 du chapitre 5 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et 
intégrale faussement généralisée. de probabilités MPSI. 


oo 
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Exercice 26 ** 


Soit 7 un intervalle non vide de R et w: I — R une fonction continue à valeurs 
strictement positives telle que t > t"w(t) est intégrable sur I pour tout n € N. 


On munit R|X] du produit scalaire ! 
(P,Q) = J P(t)Q(t)w(t) dt. 
I 


(a) Établir l'existence et l’unicité d’une suite (Pa)nen formée de polynômes deux 
à deux orthogonaux et où chaque polynôme P, est de degré n et de coefficient 
dominant 1. 


| Soit n > 1. 


(b) Montrer que le polynôme P,:1 — X Pn est orthogonal à tout polynôme de degré 
inférieur à n — 2. 


(c) En déduire l'existence de réels a, et bn tels que Ph+1 = (X — an) Pa — bn P_1. 
(d) Vérifier 


n = 


(XPa Pa) 


= n NETRE ED 
IPal? 


Pal? 


Solution 


(a) méthode 
Par analyse-synthèse, on montre l’existence et l’unicité de la famille (Pa uen 
en observant que P, est choisi dans l’orthogonal de Rn-1|X]. 


Analyse : Supposons la famille (Pa )nen convenable. Le polynôme Py est de degré 0 ct 
de coefficient dominant 1, ce ne peut être que le polynôme constant égal à 1. Pour n > 1, 
le polynôme P, est de degré n et orthogonal aux polynômes P5,...,P,_1. Or ces derniers 
constituent une famille de polynômes de degrés étagés qui est une base de R,_1[X]. Le 
polynôme P, appartient donc à la droite normale de l’hyperplan Rn-1[X] dans R;[X]. 
Sur cette droite il figure un seul polynôme de coefficient dominant 1 ce qui détermine P, 
de façon unique ?. 


Synthèse : Considérons la famille (P,)1en déterminée par les conditions : P) = 1 et, 
pour tout n > 1, P, est le polynôme de coefficient dominant 1 figurant sur la droite nor- 
male de l’hyperplan R,_:[X] dans R,[X]. Ce polynôme P, est de degré n car appartient 
à R,[X7 sans appartenir à R,_1[X] puisqu'il est non nul. Au surplus, il est orthogonal 
aux polynômes F6,..., Pa—ı car ceux-ci appartiennent tous à R,_:[X]. 


Finalement, la suite (Pa )nen ainsi définie est solution. 


1. On vérifie aisément que cette application définit un produit scalaire notamment parce que la 
fonction w est à valeurs strictement positives sur J ce qui entraîne (P, P} > 0 pour P Æ 0. 
2. On retrouve ici une mise en place de l’algorithme de Schmidt. 
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(b) méthode 
Pour P et Q deux polynômes réels, on remarque 


(XP,Q) = l +P(DQ(OU(E) dt = (P, XQ). 


Pour n = 1, un polynôme de degré inférieur à n — 2 est le polynôme nul et la propriété 
est entendue. On suppose dans la suite n > 2. Soit Q un polynôme de R,,_2[X]. On écrit 


(Paaa = X Pa:Q) — (Pira) E (XPa, Q) = (Pati Q) aj (Pr. XQ). 


Lors de l’analyse de la question précédente on a vu que P, est orthogonal à tout polynôme 
de Rh-1[X]. Ici, XQ appartient à R,_1[X] et donc (Pr, XQ) = 0. Un argument semblable 
donne aussi (Pa+1, Q) = 0 et donc (Pai — X Ph, Q) = 0. 


(c) Les polynômes P,,1 et XP, sont tous deux de degré n + 1 et de coefficient 
dominant 1. Il y a donc simplification des termes de plus haut degré dans le calcul 
de Pa+1 — X Pn ce qui permet d'affirmer 


Pier Al 


Le polynôme P,:1 — XP, est donc combinaison linéaire des polynômes P5,...,P, qui 
constituent une base orthogonale de R,[X]. Cependant, P,4; — XP, est aussi ortho- 
gonal aux polynômes P6,...,P,_2 et est donc seulement combinaison linéaire des poly- 
nômes P,_: et Pa. On peut donc écrire 


Fati — XPa = —-GnPn — bnPa-1 avec ûn, bn ER 


ce qui donne, après réorganisation des membres, la relation voulue. 


(d) méthode 
| Le polynôme Pp+ı est orthogonal aux polynômes P, et P,_1. 


D’une part, (P:41,P,) = 0 donne par linéarité 


XP;:P, 
IR BP HS SU EN SU à SR 
=|P. | =0 
D’autre part, (Pa+1, Pn-1) = 0 fournit 
X Ph, a= 
(XP: Pn_1) — An CPP) — bn (Pn-1: Pn-1} donc bn = ( 1) 
ss — Paill 


=0 =] Pril? 


On peut aussi remarquer (X Pa, Pn-1) = (Pa, X Pn-1) = Pal. 


Dii 
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6.5 Exercices d’approfondissement 


Exercice 27 * 
Soit E un espace vectoriel euclidien. 
Montrer que l’ensemble {(x,y) € E? |(x,y) libre} est un ouvert de Eĉ. 


Solution 


méthode 
Par l'étude du cas d'égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz on sait : 


(x, y) est libre Kæly)| < Hell lyi 


Considérons l'application f: E? — R définie par 
F(2,y) = |zl ul — y). 


L'application f est continue sur Æ? car la norme || || est continue et le produit sca- 
laire est continue! car bilinéaire au départ d’un espace de dimension finie. L’ensemble 
{(x,y) € E? | (x,y) libre} est l’image réciproque de l’ouvert ]0;+o0o[ par cette applica- 
tion continue, c'est donc un ouvert relatif à Æ?, c’est-à-dire un ouvert de E2. 


Exercice 28 ** (Produit vectoriel) 
Soit ü et y deux vecteurs d’un espace euclidien orienté E de dimension 3. 


(a) Montrer qu’il existe un unique vecteur noté # À 7 dans E vérifiant ? 
ju, 9,2] = (TAT|Z) pour tout Z € E. 


Le vecteur % À Ÿ est appelé produit vectoriel de & par ©. 
(b) Vérifier que A 7 est un vecteur orthogonal à ü et ©. 


(c) Montrer que la famille (u, 7) est libre si, et seulement si, & À 7 est non nul. 
Observer que la famille (&, y, ü À Ÿ) est alors une base directe. 


(d 1) On introduit une base orthonormale directe B = (7, J, k ) telle que à € Vect(T) 
et Y € Vect(r;, 7). Exprimer le vecteur à À © et vérifier la formule Ÿ 


ziS + ne A [12 
(lg)? + gav = pah lol. 


1. Plus généralement, le produit scalaire est continue pour la norme euclidienne associée. 

2. {ü, 0, w] désigne le produit mixte des vecteurs &, 7 et w, c’est-à-dire le déterminant de la famille 
(ŭ, v, W) dans une base orthonormale directe de £. 

3. D’autres propriétés classiques sur le produit vectoriel peuvent être établies comme sa bilinéarité ou 
la formule du double produit vectoriel Z A (VA &) = (Ñw )v — (&|v})&. Notons que le produit vectoriel 
west pas associatif et qu'il est anticommutatif Y A T = (TAG). 
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Solution 


(a) méthode 
On introduit & AT par le théorème de représentation des formes linéaires (Th. 1 
p. 245). 


Le produit mixte est une forme multilinéaire sur Ẹ, l'application p: 7 + [ä, v, z ] est 
donc une forme linéaire sur l’espace euclidien E. T existe alors un unique vecteur ŭ A Ÿ 
vérifiant y(7) = (ÜA T|Z) pour tout Z € E. 


(b} méthode 
| Le produit mixte d’une famille de vecteurs est nul si, et seulement si, cette 
famille est liée. 


On en déduit 
(uara) = 2,0, 2] =0 et (tarla) = |t, 5,0] = 0. 


(c) Raisonnons par double implication. 


(= ) Si la famille (ü, ©) est liée, y(7) = |ë, 0,7] = 0 pour tout € E et l'unique 
vecteur représentant la forme linéaire nulle est le vecteur nul : & À Y = ð: 


(<— ) Supposons la famille (g, 7) libre. On peut introduire un vecteur w complétant 


celle-ci en une base et alors [ü ü, Ÿ, w |] Æ 0 ce qui entraîne t A Ÿ #0. 


Au surplus, si tel est le cas 
juo ung] = (GATÉ AT) = lund 
et la famille (4, Y, ü A Ÿ) est une base directe. 
(d) On introduit les coordonnées des vecteurs & et ÿ dans B 
ü= uT et V—vit+ vi] avec u, v1, v2 ER. 


Pour tout # € E de coordonnées x1, %2, £3 dans e, on a alors 


ua V1 Ti - 
jz, 5,7] =|0 vz zo| = uiv2T3 = (uivok,Ë) 
0 0 Ta 


Par conséquent, # À Ÿ = uv2k et donc 


St = : 2f 12 1112 
(E18)? + E AT? = (u)? + (uva)? = af (ur +03) = lal? 


nn em nes 
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Les différentes propriétés obtenues permettent de TAT 
positionner le vecteur & A Ÿ. 
Lorsqu'il n’est pas nul : 
— il est orthogonal à w et 7; 
—la famille (u, v, U Av) est directe ; 
TA SI = lē l| ë |l sin0 
avec 0 l'angle géométrique ! formé par à et ©. 


Exercice 29 ** 
Soit Æ un espace préhilbertien réel. 
(a) Établir l'inclusion F € (FL) pour tout sous-espace vectoriel F de E. 


On se propose d'établir par un exemple que cette inclusion peut être stricte. On 
introduit pour cela l’espace E = R|X] muni du produit scalaire donné par 


1 
(P|Q) = | r6e6 dt. 
(b) Montrer que 
1 
a {P enix) i él Pa 0} 


est un hyperplan fermé de Æ. 
(c) Soit Q € H+. Établir que, pour tout P € RX], 


E P(Q) dt = a ltl P(t) at) y Qt) at) ; 


(d) Vérifier que H+ = {0} et conclure. 


Solution 


(a) On sait F c (FT) et Pon sait que (FL)E est fermée car lorthogonal d'une partie 
est un fermé?. Les limites des suites convergentes d'éléments de F appartiennent donc 
à (F1), c'est-à-dire F c (FL)L. 

(b) méthode 


| On montre que H est le noyau d’une forme linéaire continue. 


1. L'angle géométrique formé par deux vecteurs # et 7 est l’unique angle 4 de {0;x] pour lequel 
on vérifie (&,®) = [[à]||ÿ|cos4. Ce n’est pas un angle orienté mais seulement une mesure de l'écart 
angulaire formé par deux vecteurs : un angle orienté ne peut être défini qu’à l’intérieur d’un plan orienté 
et correspond à une mesure modulo 27 

2. Voir sujet 7 p. 253. 
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Par définition, H est le noyau de la forme linéaire non nulle 


du PES f ltl P(#) dt. 


Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout P de RI 


x 
pols (f e a) (J Po? a) = Arr. 


Ceci détermine un réel k pour lequel [p(P)] < k||P|| ce qui assure que l'application 
linéaire ọ est continue. Son noyau, qui est l’image réciproque du fermé {0}, est donc un 
hyperplan qui est un fermé relatif à Æ donc un fermé de E. 


(c) méthode 
On interprète la différence des deux membres comme le produit scalaire de Q 
avec un polynôme de H. 


Soit P € R[X]. On étudie la différence des deux membres où l’on considère l'intégrale 
de tr |t| P(t) comme une constante réelle À 


T P(DQ(E) dt — ( AR E eg a) = L Mamae 


=XER =R(¢) 


Le polynôme R introduit appartient à H car 


[ troas f kPa f atat=a-a=0 


Le polynôme Q appartenant à l’orthogonal de H, on a (R|Q) = 0 ce qui produit légalité 
voulue. 


(d) En considérant cette fois l'intégrale de Q comme une constante réelle 4, on obtient 
pour tout P € R[X], 


3 POQ dt — A L Pat) (f aw at) z J POQ) — a ltl) dt = 0. 
-j 2i = =i 


=p ER 


Ceci entraîne ! que la fonction t + Q(t)— n |t| est nulle sur [—1 ; 1]. Cependant, la fonction 
valeur absolue n’est pas polynomiale sur [—1; 1] et l’on a donc nécessairement 4 = 0 
puis Q = 0. Ainsi, H+ = {0}. R 

Finalement, on a (H1)+ = E alors que À = H # E : l'inclusion H c (HT) est 
stricte. 


1. Voir sujet 4 p. 251. 


O 


EA 


Exercice 30 ** (Quadrature par la méthode de Gauss) 
Soit a < b deux réels. Dans ce sujet, on identifie polynôme et fonction polynomiale 
associée sur [a;b]. On munit l’espace E = C ([a ; b], R) du produit scalaire 


b 
(F19) = Î F(É)g(t) dt. 


Soit n un entier naturel. 


(a) Montrer qu'il existe un polynôme G de degré n +1 orthogonal à tout polynôme 
de Ra[X]. 


(b) Montrer que le polynôme G admet exactement n + 1 racines distinctes toutes 
dans l'intervalle Ja ; bf. 


On note Zo,...,%n les racines de G, wo, ...,Wn des réels et l’on pose, pour toute 
fonction f de E, 


$ n 
E= | toat- Y ut). 
a k=0 


(c) Montrer qu'il est possible de choisir les réels w6,...,w, de sorte que E(P) = 0 
pour tout polynôme P de R,{X]. 


(d) Vérifier alors que E(P) est aussi nul pour tout polynôme P de degré inférieur 
à 2n + 1. 
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(e) Justifier que les wx sont tous positifs. 


Solution 
(a) R;[X] est un sous-espace vectoriel de dimension 
finie de FE, on peut donc introduire la projection ortho- 
gonale sur celui-ci (Th. 3 p. 245). On considère alors le 
projeté orthogonal P de X”+t et G = X"+! — P. Le po- 
lynôme G convient car de degré n + 1 et orthogonal? à 
tout polynôme de Rn [X]. 


Xr+ 


(b) méthode 
|| On introduit un polynôme ayant le même signe que G sur {a ; b]. 


Notons z1,...,x%, les racines de multiplicités impaires de G appartenant à Ja ;b[ et 
considérons le polynôme 
P = (X — z1)... (X — xp). 


Le produit GP détermine un polynôme de signe constant sur [a ; b] car ses racines sur ]a ; b[ 
sont de multiplicités paires. La fonction t + G(t)P(t) est alors continue sur [a;b], de 
signe constant, sans être la fonction nulle : son intégrale sur [a;b] ne peut être nulle. 


1. On peut aussi employer que R;[X] est un hyperplan de R;,+1[X] : tout élément non nul de sa 
droite normale convient. 


E 


Le polynôme P est donc de degré au moins égal à n + l et G possède au moins n + 1 
racines de multiplicités impaires dans ]a;b[. Or le polynôme G est de degré n + 1 et 
l’on peut donc affirmer que G possède exactement n + 1 racines, toutes simples et dans 
l'intervalle Ja; bf. 


6.5 Exercices d'approfondissement 


(c) méthode 
| On introduit les polynômes interpolateurs de Lagrange en les £o,- --, £n- 


Pour k € [0:n], notons Lẹ le polynôme de degré n prenant la valeur 1 en zp et la 
valeur 0 en z; pour tout j £ k. Pour tout P polynôme de R;[X], on peut écrire 


P= 5 P(xx)Lr 
k=0 


car ! les polynômes dans les deux membres sont de degrés inférieurs à n et prennent les 


mêmes valeurs en les n + 1 points £o,- ..,Zn. On a alors par linéarité de l'intégrale 
b nm b n b 

f ROLES (re) Î L) ar) =F uP) ave a Î Det 
4 k=0 S k=0 q 


Ainsi, pour ces valeurs wọ indépendantes de P, on a E(P) = 0. 


(d) Soit P un polynôme de degré inférieur à 2n + 1. 
méthode 
| On réalise la division euclidienne de P par G. 


La division euclidienne de P par G s'écrit 
P=GQ+R avec deg(R) <n. 


Puisque le polynôme P est de degré inférieur à 2n + 1, le polynôme quotient Q est de 
degré inférieur à n et est donc orthogonal à Œ. Par conséquent, 


b 1 
f P) dt = (G|Q)+ I R(t) dt. 
a =~ Jo 
=0 
Or le polynôme R est de degré inférieur à n et prend les mêmes valeurs que P en les £k 
qui sont les racines de G 


b n n 
| R(t) dt = X wER(zx) = dur P (xx). 
m k=0 k=0 


On en déduit 


n P(t)dt = DT puis E(P) =0. 
& k=0 


1. La famille des polynômes de Lagrange en n + 1 points est une base de Rn [X]. 


f a 


| a 
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(e) Soit j € [0; n]. Le polynôme P = I? est de degré 2n et donc 
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n b 
wj = Vu L?(wx) = | L;(t}? dt > 0. 
k=1 + 


| Exercice 31 *** 


Soit E un espace vectoriel réel et || - || une norme sur Æ. 


1 si, et seulement si, 


Montrer que la norme || - || est euclidienne 
| læ + vl? + le — vf = 2(lzlP +l?) pour tout (2,9) € E? 


Solution 
Raisonnons par double implication. 


( = ) Supposons la norme || : || euclidienne et notons (- | -) le produit scalaire associé. 
Par les identités remarquables 


le +y? = lel? + 219) + Iyl? (1) 
le = yl? = lel? - 221v) + lll? (2) 


on obtient directement lidentité voulue ?. 


(<—) Supposons l'identité du sujet vérifiée. Une petite analyse est nécessaire pour 
proposer un produit scalaire dont la norme serait issue. En exploitant l'identité remar- 
quable (1) on pourrait proposer 


(ly) = 3 (Île 


vl? — lel? — lul?) 


mais cette expression semble mal se prêter à l'hypothèse en cours. En considérant la 
différence des relations (1) et (2), on propose plutôt 


1 F 
Gel) = 2 (le +y? — le- yl?) 
Considérons done l'application p: E x E — R définie par la formule 
1 2 
e(e.y) = z (le +y? — lle - lP). 
L'application p est symétrique et vérifie y(z,£z) = ||r|? > 0 pour tout x € E non 
nul. La difficulté est d'établir qwelle est bilinéaire. Compte tenu de la symétrie, il suffit 


d'étudier la linéarité en la deuxième variable. 
Soit x,y,z trois vecteurs de E. 


1. C'est-à-dire que la norme ||- || est la norme euclidienne associée à un produit scalaire sur E. 
2. Celle-ci est l'identité du parallélogramme : la somme des carrés des diagonales d'un parallélogramme 
est la somme des carrés de ses quatre côtés. 
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méthode 
|| On vérifie pour commencer (2x, y + z) = 2p(x, y) + 26(x, z). 


On écrit 


payt) = E (Île +0 + + 2/7 —|e 0 +2). 


Grâce à la propriété vérifiée par ||- ||, on a 


2 2 
E + y) + (x + 2/7 = 21e +y? + 21e + 27 ly- zl? et 

2 2 Fi 
Iæ- y) + (2 - z)? = 21e ~ yl? + 21e — zil? — le — y? - 


Après simplification et organisation des termes 


1 : ‘ ; 
g(2r,y +2) = 5 (le +l? — le — yl? + le + zl? — læ- 2l?) = 20e, y) + 202,2). 


En particularisant cette relation à z = Op, il vient y(2s,y) = 2p(x, y) car y(x, 0g) = 0. 
On en déduit que, pour tous x,y et z dans E, 
p(z, y +z) = p(z, y) + p(z, 2). 
Il reste à justifier l'identité y(x, Ay) = p(x, y) pour tout À réel. 


méthode 
On introduit la fonction f: À + y(x, Ay) définie sur R et l’on vérifie que 
celle-ci est continue et additive. 


Soit À et u deux réels. Par l'étude qui précède 


JO +u) = y(x, (à + y) = olz, ày + uy) = plz, ày) + lz, ay) = FOX) + f(u). 


L'application f est donc additive. Elle est aussi continue par opérations sur les fonctions 
car la norme ||- || est continue. On sait! alors que f est une fonction linéaire. On peut 
donc écrire 
ylz, ày) = F(A) = Af() = Av(x,y) pour tout À € R. 
Finalement, 4 est bien un produit scalaire sur E et la norme introduite est la norme 
euclidienne associée. 


1. Voir par exemple le sujet 22 du chapitre 7 de ouvrage Exercices d'analyse MPSI. 


CHAPITRE / 


Endomorphismes des espaces euclidiens 


E désigne un espace euclidien de produit scalaire ! (+ | -) et n un entier naturel non nul. 


7.1 Isométries vectorielles 


1.1.1 Définition 


Définition 
On appelle isométrie vectorielle? de E tout endomorphisme u de E conservant la 
norme euclidienne, c'est-à-dire vérifiant ||u(æ)|| = |lx|| pour tout x € E. 


Les isométries vectorielles conservent aussi le produit scalaire et par conséquent l’ortho- 
gonalité. Elles transforment une base orthonormale en une base orthonormale et cette 
propriété caractérise les isométries parmi les endomorphismes. 


L'ensemble O(E) des isométries de E est un groupe pour la composition des applications, 
on l’appelle groupe orthogonal de E. 


Théorème 1 
Si F est un sous-espace vectoriel stable par une isométrie vectorielle u, le supplé- 
mentaire orthogonal F est aussi stable par u. 


1. On utilisera aussi indifféremment la notation (-, -). 
2. On parle aussi d’automorphisme orthogonal. 


OO nn fie “bb 


o 


7.1.2 Réduction d’une isométrie en base orthonormale 
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Les isométries vectorielles correspondent aux endomorphismes représentés par une ma- 
trice orthogonale ! en base orthonormale. En choisissant correctement cette base, on peut 
proposer une représentation simplifiée : 


Théorème 2 
Si u est une isométrie vectorielle de Æ, il existe une base orthonormale de E dans 
laquelle la matrice de u est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme 


cos —sinĝ 
sinf cos 


) avec 0Æ0 [x]. 


Autrement dit, E est la somme directe orthogonale des espaces E(u), E_1(u) et de 


plans sur lesquels l’'endomorphisme induit par u est une rotation non triviale. 


Toute matrice orthogonale est donc semblable? par une matrice de passage orthogonale 
à une matrice diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme 


cos -sin 
sinf cos 


(a), (-1) ou ( ) avec 0 #0 [r]. 


7.1.3 Isométries vectorielles positives en dimension 3 


Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. À cause de la nature géométrique de 
ce qui suit, on adopte une notation fléchée des vecteurs. 


Orientation induite 


Soit P un plan de l’espace FE et D = PŁ sa droite normale. Il n'existe pas a priori 
d'orientation préférentielle ni sur P, ni sur D. 

On choisit arbitrairement une orientation sur D par l'introduction d’un vecteur unitaire à 
déterminant le sens positif : on dit alors que la droite D est un are. 

On complète # en une base orthonormale directe B = (ü,v,w) de l’espace E. La fa- 
mille (7, w ) est alors une base orthonormale du plan P. En choisissant celle-ci pour base 
orientée de référence de P, on dit que l’on munit le plan P de l'orientation induite par 
celle de D. 


1. Une matrice orthogonale de taille n est une matrice À de Ma(R) vérifiant {AA = In. L'en- 
semble On (R) de ces matrices est un groupe multiplicatif que l’on appelle groupe orthogonal d’ordre n. 

2. On dit aussi orthogonalement semblable pour signifier que la matrice de passage peut être choisie 
orthogonale. 
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Si l’on renverse l’orientation de D, l'orientation induite sur P est elle aussi inversée. 


Rotation de l'espace 


Une isométrie positive! f de E peut 


être représentée dans une base ortho- D 
normale directe B = (ü,v,w) par la z 
matrice Le 


1 0 0 
0 cosf -sinf 
0 sinf cosô 


On introduit alors la droite D dirigée 
et orientée par le vecteur T et le plan 
P = Vect(v, W) muni de lorienta- 
tion induite. L’isométrie f agit comme A 
l'identité sur laxe D = Vect{(ü) et 
comme la rotation d'angle 0 sur le 
plan P = DŁ. P= 


Définition 

On dit que f est la rotation d'axe dirigé et orienté par ü et d'angle 0. On la note 
| Rotz g- 
Les isométries positives de Æ se limitent aux rotations qui viennent d’être décrites, on 
dit que SO(E) est le groupe des rotations de F. 


Il est facile de composer deux rotations de même axe et celles-ci commutent : 
v(, 9) € R?, Rotzo o Rotzo' = Rotz, 0+0 = Rota o o Rotzo : 


L'inverse d’une rotation est une rotation de même axe et d’angle opposé. 
La composée de deux rotations d’axes différents est une rotation mais celle-ci n’est pas 
immédiate à caractériser. 


1. Les isométries de Æ se partitionnent en les isométries positives de déterminant 1 et les négatives 
de déterminant —1. Les isométries positives conservent l'orientation et l’on parle parfois d’isométries 
directes. 


oo 
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Classification 


Soit f une isométrie de l’espace E autre que l'identité. Par le théorème Th. 2 p. 288, on 
peut affirmer : 
— si l’espace Ker(f — Idg) est une droite vectorielle, l’endomorphisme f est de déter- 
minant 1, c'est une rotation autour de cette droite! ; 
— si l’espace Ker(f — Idx) est un plan vectoriel, f est la réflexion par rapport à ce 
plan. 
Le cas où l’espace Ker(f — Id£) est réduit au vecteur nul sort du cadre du programme, 
On peut cependant établir que f est alors la composée d’une réflexion et d’une rotation 
autour de la droite normale au plan de réflexion. 


7.2 Endomorphismes symétriques 


7.2.1 Définition 


Définition 
Un endomorphisme u de E est dit symétrique lorsque (u(x)|y) = (x|u(y)) pour tous 
les vecteurs x et y de E. 


Les projections orthogonales sont des endomorphismes symétriques et, inversement, une 
projection qui est un endomorphisme symétrique est orthogonale. 


Théorème 3 | 
Soit u € L(E) et e = (e1,..., €n) une base orthonormale de E. On a équivalence | 
entre : 

(i) u est symétrique: 

(ii) la matrice de u dans e est symétrique. 


L'ensemble S(Æ) des endomorphismes symétriques de E est un sous-espace vectoriel 
de L(E) isomorphe à l'espace S,(R) des matrices réelles de taille n. L'espace S(E) est 
donc de dimension 

n(n +1) 

— + 


7.2.2 Réduction des endomorphismes symétriques 


Théorème 4 


Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par un endomorphisme symétrique u, | 
l'espace FL est aussi stable par u. 


Les endomorphismes induits par u sur F et F+ sont encore symétriques. 


1. On verra dans le sujet 2 p. 292 comment en déterminer l’angle. 


i 


7.3 Exercices d'apprentissage 


| Théorème 5 (Théorème spectral) 
Si u est un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien Ẹ alors E est la somme 
| directe orthogonale des sous-espaces propres de u. 


En conséquence, tout endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base or- 
thonormale !. 


| Théorème 6 (Théorème spectral matriciel) 


Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable par une matrice de passage or- 
thogonale?, 


Ainsi, toute matrice À de S, (R) peut s’écrire A = PDP !, ou encore A = PDŻP, avec 
P € O,(R) et D diagonale. 


Une matrice symétrique complexe peut ne pas être diagonalisable. 


7.3 Exercices d'apprentissage 


7.3.1 Isométries vectorielles 


Exercice 1 
Soit u une isométrie vectorielle d'un espace euclidien Æ de produit scalaire (-, :). 


(a) Quelles sont les valeurs propres réelles possibles de u? 
(b) Vérifier que les espaces propres associés sont orthogonaux. 


| 
| (c) On suppose que F et G sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de F. 
| Que dire des espaces images u(F') et u(G)? 


Solution 


méthode 
Une isométrie est un endomorphisme qui conserve le produit scalaire, la norme 
et l’orthogonalité. 


(a) Soit À € R une valeur propre de u et x un vecteur propre associé : x est un vecteur 
non nul vérifiant u(x) = Ax. En considérant la norme des deux membres de cette égalité 
on obtient 

Jew] = Az = Alel. 


Or Îu(x)|| = |[r|| car u conserve la norme et donc |A| jjæl| = |x|]. En simplifiant par ||x|| 
qui est non nul, on obtient [A] = 1. Ainsi, les seules valeurs propres réelles possibles d’une 
isométrie vectorielle sont 1 et —1. 


1. On dit que les endomorphismes symétriques sont orthogonalement diagonalisables. 
2. On dit que les matrices symétriques réelles sont orthogonalement diagonalisables. 
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(b) Soit x et y des vecteurs appartenant aux espaces E(u) et E—1(u). On a u(x) = x 
et u(y) = —y donc 


(u(x), uly)) = (z, —y) = -(z, y). 


Cependant, (u(x),u(y)) = (x, y) car l’isométrie conserve le produit scalaire. On a donc 
(x, y} = 0 et l’on peut affirmer que les espaces Er(u) et E_1{u) sont orthogonaux. 

Soulignons que ces deux résultats sont des conséquences directes du théorème de ré- 
duction des isométries en base orthonormale (Th. 2 p. 288). 


(c) Si F et G sont orthogonaux, on a F C G et donc u(F) C u(GT). Cependant, on 
sait aussi u(G+) = (u(G))* (Th. 1 p. 287) et donc u(F) C (u(G))” : les espaces u(F) 
et u(G) sont orthogonaux. 

Exercice 2 

Soit Æ un espace vectoriel euclidien orienté muni d’une base orthonormale directe 
B = (ï,j,k). Décrire les endomorphismes de Æ figurés dans la base B par chacune 
des matrices suivantes : 

TZ 2 D ya 1 


1 1 
@)4=5|2 1 -2 b)B=S v2 0  —-V2 
2 BE 1 7 Pal 
001 ~a 
()C=ļ1 0 0 CDR a 
Gai T S 


Solution 


(a) méthode 


On observe que la matrice A est orthogonale en vérifiant que ses colonnes (ou 
ses lignes) forment une famille orthonormale pour le produit scalaire usuel. 


Notons C1, C3 et C3 les colonnes de A. Le produit scalaire de deux colonnes de coeffi- 
cients (x, y, z) et (x',y', z’) se calcule par la formule gz’ + yy + zz’. On obtient alors 


1 1 
(C1) = 5(2+2-4) =0 lC? = SG +4+4) =1 
(C:1C3)= 2-2) =0 O= j(+1+4=1 
(Cs1G)= 52-442) =0 Os? = (+441) =1. 


La matrice À est donc orthogonale. L’endomorphisme a figuré dans la base orthonor- 
male B par la matrice À est donc une isométrie. 


1. Nous ne disons pas que x et y sont des vecteurs propres car ceux-ci peuvent être nuls, les espaces 
E(u) et E—ı(u) peuvent d’ailleurs être réduits au vecteur nul. 


7.3 Exercices d'apprentissage 


méthode 
On détermine la nature de f en étudiant l’ensemble de ses vecteurs invariants : 
lorsqu'il s’agit d’un plan c’est un réflexion, lorsqu'il s’agit d’une droite c'est 
une rotation. 


Soit à = xt + yj + zk un vecteur de E. On a a(ü) = ü si, et seulement si, AX = X 
avec X la colonne de coefficients x, y, z. Ceci conduit à la résolution du système 


T + 2y + 2z = 3x 
2r+ y—2z=3y soit 
2x —2y+ z=3z 


2x + 2y +22 —0 
2r — 2y — 22 =0 
2x — 2y — 22 =l. 


L'ensemble solution est le plan P d’équation x — y — z = 0. On en déduit que a est la 
réflexion par rapport à ce plan. 


(b} On vérifie que les colonnes de B sont unitaires et deux à deux orthogonales. 
L’endomorphisme b figuré par la matrice B dans la base orthonormale B est donc une 
isométrie. Par la résolution de l’équation b(&) = ü d’inconnue # € E, on obtient que 
l'espace des vecteurs invariants par b est la droite D = Vect(r+ k) : l’isométrie b est une 
rotation ! autour de la droite D. 


méthode 
| Pour introduire l'angle de la rotation b, on oriente la droite D. 


Orientons ? la droite D par le vecteur ù = T+ k et notons 8 langle de la rotation b 
autour de l'axe D. 


méthode iô j 

Dans une base adaptée, la rotation b est figurée par la matrice (è cos 7 = aan ). 
in cos 

On a donc tr(b) = 1 + 2 cos 8. | 


La trace de l’'endomorphisme b peut aussi être calculée à partir de la matrice B ce qui 
révèle la valeur de cos 4 : 


1 1 
1+2cos0 = tr(B) zt04 375! donc cosĝ =Q. 


Il suffit ensuite de connaître le signe de sin 0 pour déterminer 4 à 2r près. 


méthode 
Si Ÿ est un vecteur n'appartenant pas à l’axe D, la famille (ä, g, bT )) est 
directe si sin 9 > 0 et indirecte si sin 0 < 0. 


Le signe du produit mixte [ü, T, oT )] détermine donc le signe de sin. Ce produit 
mixte peut être calculé à l’aide des coordonnées dans la base B car celle-ci est une base 


1. On peut aussi calculer le déterminant de B : observer det(B} = 1 assure que b est une rotation. 
2. Ce choix est arbitraire, si l’on oriente la droite D par un vecteur opposé au précédent, la mesure 
angulaire finale est opposée. 


oo 
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orthonormale directe : 


1 1 1⁄2 
2 
[zT bm] = 0 0 V2/2 -2 >o, 
1 0 1 


On a donc cos 9 = 0 avec sinf > 0 donc 0 = 7/2 [2r]. 


On peut conclure que b est la rotation d’axe dirigé et orienté par T+ k et d'angle 7/2 
il s’agit d’un quart de tour direct autour de l’axe dirigé et orienté par 7+ Ñ). 
a 8 P 


(c) Les calculs sont semblables aux précédents. La matrice C est orthogonale car ses 
colonnes sont unitaires et deux à deux orthogonales. L’endomorphisme c figuré par C 
dans la base orthonormale B est une isométrie. L’ensemble des vecteurs invariants est la 
droite D dirigée par # = 7+ 7+ k : c est une rotation autour de cette droite. Orientons 
la droite D par ce vecteur % et déterminons l'angle 8 de la rotation c. On a 


1 1 
2cos0+1=tr(C)=0 et [a,zc(r)] = i 0 
1 0 


On conclut que c est la rotation ! d’axe dirigé et orienté par 7+ 7+ k et d'angle 2x /3. 


(d) La matrice D est orthogonale et lendomorphisme d figuré par D dans la base 
orthonormale B est une _isométrie. L'ensemble des vecteurs invariants est la droite A 
dirigée par ŭ = T+ 47+ k. Orientons celle-ci par le vecteur à. L’angle 9 de la rotation d 
vérifie 2 cos 041 = tr(D) = —1 et donc cos 4 = —1. On en déduit directement 8 = + [27] : 
la rotation d est une symétrie orthogonale ? par rapport à la droite À. On dit encore que d 
est un retournement d'axe À. 


7.3.2 Endomorphismes symétriques 


Exercice 3 
| Soit u un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien Æ. Montrer 


Ker(u) + Im(u) = E. 


Solution 


méthode 
On établit que les espaces Ker(u) et Im(u) sont orthogonaux par la propriété 
de symétrie (u(x), y) = (x, u(y)) pour tous x, y de E. 


1. Cette affirmation est conforme à l'action de c qui envoie t sur 7, J'sur Æ et Æ sur T: la matrice C 
est une matrice de permutation. 

2. On peut anticiper que d est une symétrie orthogonale en observant que la matrice D est orthogonale 
et symétrique : voir sujet 4 p. 295. 
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Soit x € Ker(u) et y € Im(u). On peut introduire a € E tel que y = u(a) et écrire par 
la propriété de symétrie 


(z, y) = (r,u(a)) = (u(x),a) = (0g, a) = 0. 


Ainsi, les espaces Ker(u) et Im{u) sont orthogonaux et donc en somme directe. De plus, 
la formule du rang donne 


dim E = dim Ker(u) + dim Im(u) 


donc les espaces Ker(u) et Im{u) sont supplémentaires et orthogonaux !. 


L L 
En particulier, on peut écrire Ker(u) = (Im(u)) et Im(u) = (Ker(u)) . 


Exercice 4 
Déterminer les isométries d’un espace euclidien qui sont aussi des endomorphismes 
symétriques. 


Solution 
Soit u une isométrie qui est aussi un endomorphisme symétrique. Pour x et y vecteurs 


de E, la conservation du produit scalaire donne 
(u(x),u(y)) = (x,y) 
tandis que la propriété de symétrie donne 
(u(x),u(y)) = (u(u(x)), y) = (2), y). 


méthode 
On peut montrer qu’un vecteur est nul en constatant qu’il est orthogonal à 


tout vecteur de l’espace. 


Par différence, les calculs précédents donnent 
{u?(x) —r,y) =0 pour tous g,y € E. 


On en déduit que, pour tout x de E, le vecteur u?(x) — x est orthogonal à tout ee 
de E et c’est donc le vecteur nul. Ainsi, u? = Idg : l’endomorphisme u est une symétrie ^. 
Au surplus, celle-ci est une symétrie orthogonale car ses sous-espaces propres Ker(u—Idz) 
et Ker(u + Idg) sont orthogonaux (Th. 5 p. 291). | 

Inversement, une symétrie orthogonale s est une isométrie mais aussi un endomor- 
phisme symétrique car, pour tous x et y de E, 


Gta n ,5, CGO) > (ee) 


sCO(E) 


s2 


1. Par le théorème spectral, on sait que E est la somme directe orthogonale des sous-espaces propres 
de u. Ici, Im(u) correspond à la somme des sous-espaces propres i aux valeurs propres non us 

2. On peut aussi obtenir le résultat matriciellement, si M figure l’endomorphisme u dans une base 
orthonormale, celle-ci vérifie MM = In et M = M donc M? = Ín. 
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Exercice 5 


Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E non réduit au vecteur 
| nul. Montrer ! 


AIGLE AE 


Solution 


méthode 


Par le théorème spectral (Th. 5 p. 291), l’endomorphisme symétrique u est 
diagonalisable dans une base orthonormale. 


Soit e = (e1,...,e) une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u. 
Notons À1,..., Àn les valeurs propres associées aux vecteurs propres €1,...,€n et posons p 
la valeur maximale parmi [A,...,|À,|. 
Soit x un vecteur unitaire de Æ. On peut écrire x = T181 +- + EnEn aVec ti T 
; 7-10 
des réels tels que zł +--.+2x2 = 1. On a alors u(x) = (Ati )e +... + (Ântn)en puis 
ke 3 n n 
A hD = De < Spa = p. 
X izi Pile i 
Ainsi, on peut affirmer l'inégalité qui suit avec existence? de la borne supérieure intro- 
d duite 
A sup [u(x)|] < p. 
> lel=1 
Enfin, si ĉo désigne un indice pour lequel |A; | = p, on a lu(es,)|] = p et |le;,|| = 1 donc 
sup ||u(x)| = max [lu(x)|| = p. 
sup (to) = max lue) = p 


Exercice 6 
Soit À € Mn (R). 
(a) Justifier que la matrice ‘AA est diagonalisable. 


| (b) Montrer que les valeurs propres de AA sont toutes positives. 


Solution 
(a) méthode 
| Les matrices symétriques réelles sont diagonalisables (Th. 6 p. 291). 
La transposée d’un produit est le produit des transposées en ordre inverse et donc 
(AA) = ta (4) = 44. 


La matrice {AA est donc diagonalisable car symétrique et réelle. 


1. Précisément, la borne supérieure porte sur les vecteurs de E de norme 1. 

2. L'existence de la borne supérieure peut aussi être acquise directement en appliquant le théorème 
des bornes atteintes à la fonction continue x ++ Ilu(x)|| définie sur le compact non vide formé des vecteurs 
de norme 1. Au surplus, on peut anticiper que cette borne supérieure est un max. oi à 


O 
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(b) Soit À une valeur propre de tAA et X un vecteur propre associé. On a 


tAAX = ÀX avec X #0. 


méthode 
On multiplie à gauche par +X afin de faire apparaître la norme euclidienne sur 


les colonnes. 


D'une part, 


tXiAAX = X(AAX) = AXX = XX, X) =A |X]. 


D'autre part, 
tXtAAX = '(AX)AX = (AX, AX) = |AX|?. 


Puisque la colonne X est non nulle, on conclut 


A 2 
a= X yo. 


Ixi? 


7.4 Exercices d'entraînement 


7.4.1 Isométries et matrices orthogonales 


| Exercice 7 * 
(a) Trouver toutes les matrices de On (R) diagonalisables sur R. 


| (b) Montrer que toutes les matrices de On (R) sont diagonalisables sur C. 


Solution 
(a) méthode 
| Les valeurs propres réelles possibles d’une matrices orthogonales sont 1 et —1 
| (Th. 2 p. 288). 


Analyse : Soit À € O,(R) diagonalisable. Les valeurs propres de A ne pouvant être 
que 1 et —1, la matrice À est semblable à une matrice diagonale D où ne figurent sur la 
diagonale que des 1 et/ou des —1. Le polynôme X? — 1 = (X—1)(X +1) annule D donc 
aussi À et par conséquent 4? = Ip. 

Synthèse : Soit À € O,(R) vérifiant A? = I. La matrice A est diagonalisable car 
annule le polynôme X? — 1 qui est scindé sur R à racines simples. 

En résumé, les matrices À de O, (R) diagonalisables sur R sont celles vérifiant ! 4? = In 


(ou, et c’est équivalent *A = À). 


1. Ces matrices figurent les symétries orthogonales en base orthonormale. 


i 


EN z 


(b) Soit A € On (R). 


méthode 


| La matrice A est semblable à une matrice diagonale par blocs de blocs diago- 
naux (Th. 2 p. 288) 


| G) (1) ou a aa] avec 0£0 fr]. 


sing cos 


Soit 4 Æ 0 [r]. La matrice 
_ fcosg —sin@ 
= o cos 0 ) 


a pour polynôme caractéristique X? — 2 cos(0}X + 1 de racines complexes distinctes ei 
et e™i?, La matrice Rọ est done diagonalisable ! sur C semblable à 


e 0 
0 ei? 


En raisonnant par blocs, on peut affirmer que la matrice A est aussi diagonalisable sur C. 
Notons que les valeurs propres complexes de À sont toutes de module 1. 


Exercice 8 ** 


Soit n € N avec n > 2. Déterminer les matrices de OA(R) dont tous les coefficients 
sont positifs ou nuls. 


Solution 
Soit A = (a;,;) € On(R) dont tous les coefficients sont positifs ou nuls. 


méthode 
| On montre que les rangées de À comportent un et un seul coefficient non nul. 


La matrice À étant orthogonale, ses colonnes forment une famille orthonormale pour 
le produit scalaire canonique sur Mh,1(R) donné par 


(X,Y) ='XY = Soi, 
t—=1 


Par l’absurde, supposons que la j-ème colonne de A possède au moins deux coefficients 
non nuls situés en k-ième et en £-ième ligne. Puisque les colonnes de A sont orthogonales, 
on a pour tout indice j’ différent de j 


n 
X Qi jiji = 0. 
i=1 


1. Voir aussi sujet 4 p. 134. 
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— B 


Sachant que les coefficients sont tous positifs, on obtient a; ja; j = 0 pour tout i € [1;n] 
En particulier, ag, j = ag, j = 0 car apj et ag; sont non nuls. Ainsi, les n — 1 colonnes 
correspondant aux indices autres que j appartiennent à l’espace formé des colonnes dont 
les k-ième et £-ième coefficients sont nuls. Or cet espace est de dimension n — 2 car c’est 
Pintersection de deux hyperplans distincts tandis que les n — 1 colonnes considérées sont 
linéairement indépendantes : c’est absurde. 

Ainsi, il figure au plus un coefficient non nul sur chaque colonne de A. Celui-ci est 
forcément égal à 1 car les colonnes de A sont unitaires. Les colonnes de À sont donc 
élémentaires. Cependant, elle sont aussi deux à deux orthogonales et a fortiori deux à 
deux distinctes. 

Finalement, la matrice À est constituée des colonnes de la matrice I, dans un certain 
ordre, il s’agit d’une matrice de permutation 1. 

Inversement, une telle matrice est effectivement orthogonale et à coefficients positifs. 
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Exercice 9 *** 
Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. On appelle matrice de Gram d'une 
famille u = (w,..., Up) de vecteurs de E, la matrice Gu € M,(R) de coefficient 
général (u;,u;). 

(a) Montrer que la famille u = (u1,...u,) et la matrice G, ont le même rang. 


(b) Soit u = (u1,...,u») et v = (v1,...,%) deux familles de vecteurs de E telles 
que Gu = Gu. Montrer qu’il existe une isométrie f de E vérifiant f(u;) = f(v;) pour 
tout indice à € [1 ; pl]. 


x À J 


Solution 


(a) Introduisons l’espace F = Vect(u1,...,u,) engendré par la famille u. 


méthode 
On étudie le rang? de l'application @ : F — R? déterminée par 


p(z) 5 ((z,u1), eeey (x, up}). 


L'application est linéaire et injective. En effet, un vecteur x de son noyau est né- 
cessairement nul car orthogonal à chaque vecteur uz, il appartient donc à la fois à F et 
à FL. Par conservation du rang par une application linéaire injective 


re(w,..., Up) = rE(p(u),...,p(u)). 


Or les vecteurs (u1), ..., (up) constituent les colonnes de la matrice Gu et l’on peut 
donc affirmer 


re(un,…; Up) = r8(Gu). 


1. Voir sujet 22 p. 91. 

2. En s'inspirant du sujet 27 p. 322, on peut aussi établir Gu = ‘AA avec A la matrice des coordonnées 
des vecteurs uj dans une base orthonormale de F. On conclut alors grâce à l'égalité rg(AA) = rg(A) 
(voir sujet 21 p. 269). 
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(b) méthode 7.4.2 Rotations de l’espace 
| On commence par résoudre le cas où la famille u est libre. 
Cas : La famille u libre. On complète celle-ci en une base w’ = (u1, ... ; Un) à l’aide de ( Exercice 10 * ( T3 | 
vecteurs unitaires deux à deux orthogonaux choisis dans l’orthogonal de Vect(u1,... ; Up) | 


La matrice de Gram de la famille u’ se déduit de celle de u : 


fe -0 
Ge ( g >i € Mn (R). 


i | Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3, r une rotation de E et s une 
symétrie orthogonale de E. Caractériser l'application sor o s. 


Solution 
Dans une base orthonormale directe B = (ü, v, w ) adaptée à son axe, la matrice de la 


Par égalité des matrices G, et G, la famille v est aussi libre et peut être complétée en 
rotation r est de la forme 


une base v’ = (v1,...,v,) comme au-dessus de sorte que Gy = Gr. 
Considérons alors l'endomorphisme f de Æ déterminé par f (uk) = vk pour tout k 1 0 0 

de [1; n]. Vérifions que celui-ci conserve la norme. 0 cos® -sin avec 0ER. 
Soit x un vecteur de E. On peut écrire x = jui +: + Anun car la famille v’ est une 0 sin cos 


base de E. Par développement du calcul de la norme 
L’endomorphisme r se décrit alors comme la rotation d’axe dirigé et orienté par ÿ et 


n n N N 
æl? = (z, 2} = © Aiti, Du) = DOS Mu, us). d'angle 8. 
i1 j=1 


i=1 j=1 : 
méthode 


Si g est un automorphisme, la matrice d’un endomorphisme f dans une base e 
est aussi celle de go f og! dans la base ge). 


Par définition de l'application linéaire f, on a f(x) = Avi +-+- + Anun et un calcul de 
norme analogue au précédent donne 


n n 
HOJ = 5 YAA; (ui, vj). Pour tout # € E, on remarque (soros)(s(#)) = s(r(t)). Dans la base orthonormale 
i=1 j=1 s(B) = (s(t), s(8), s(Ā)) la matrice de sor o s est donc 
Or Gw = Gu et donc ||f(x)|| = |x|| : Pendomorphisme f est une isométrie qui résout le 1 0 0 
problème posé. | 
ne | o 0 cos —sinĝ 
Cas général : Posons r le rang de la famille (u1, .-., up). Quitte à permuter les vecteurs, 0 sinf cos 


supposons que les r premiers vecteurs de la famille u sont indépendants. On permute de la 
même façon les vecteurs (v1, ..., Up) afin de conserver l'hypothèse Gu = G. Par l'étude méthode 

qui précède, on peut introduire une isométrie f de E envoyant les r premiers vecteurs | Avant de conclure, il faut connaître l’orientation de la base s(B) 
de la famille u sur les vecteurs correspondants de la famille v. Étudions les images des ’ do 


vecteurs restants Urpi... Up- Distinguons deux cas : 
Soit k € fr +1;p]. Le vecteur ug est combinaison linéaire des vecteurs Ul,- , Up CE Cas : det(s) = 1. La base s(B) est directe et sor os est la rotation d’axe dirigé et 
qui permet d'écrire ug = jui +‘: + Arup. On a alors, pour tout i € [1;#], orienté par s(ü) et d'angle 6. 
Cas : det(s) = —1. La base s(B) est indirecte. Considérons alors la base orthonormale 
(u e — (Arin Hiii ur), t) = 0. directe (s(T), s(7), —s(Ā)). La matrice de s or o s dans celle-ci est 
=0g 
Sachant Gu = G,, on a aussi 1 0 0 1 0 0 
O0 cos® sin | — [O0 cos(—9) —sin(—-06) 
(ve — Qui ++ ArUr)}; vi) = 0. 0 —sinð cos 0 sin(—0) cos(—8) 
Le vecteur vg — (Aivi +-+ + Apur) est alors combinaison linéaire des v; tout en étant 
orthogonal à chacun d’entre eux : c’est le vecteur nul. On en déduit L’endomorphisme s or os est alors la rotation! d’axe dirigé et orienté par s(ŭ) et 


d'angle 6, 
Up = A0 E + Aror =A Sla) H H Anf ltr) = Fla). B 


Fi ; jh 4 1. C’est aussi la rotation d’axe dirigé et orienté par —s{ÿ) et d'angle 0 comme on peut le voir en 
inalement, f est une isométrie solution. figurant l'endomorphisme dans la base orthonormale directe (—s{ü),s(ÿ), s(ui J)e 


memes ste 
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Exercice 11 ** 
Soit f une rotation d’un espace euclidien F orienté de dimension 3. 


(a) On suppose qu’il existe £ + Ü tel que f (Z) = —-%. Montrer que f est un retour- 
nement, c'est-à-dire une symétrie orthogonale par rapport à une droite. 


| (b) En déduire que toute rotation f peut s’écrire comme produit de deux retourne- 
ments. 


Solution 
(a) méthode 
| On étudie les valeurs propres de la rotation f. 


Dans une base orthonormale directe B = (ü, 0, w) adaptée à son axe, la matrice de la 
rotation f est de la forme 


1 0 0 
0 cos —sing avec OER. 
0 sinf cos 


Son polynôme caractéristique est donc x = (X — 1)(X? — 2cos(6)X + i): 


S'il existe 7 Æ Ô tel que f (Z) = -7 alors —1 est valeur propre de f donc racine de Xj: 
On en déduit cos =—1 et la matrice de f dans B est alors 
1 0 0 
0 —1 0 
0 0 -i 


C’est la matrice d'une symétrie orthogonale par rapport à la droite D = Vect(ü). 
Notons aussi que le vecteur propre # est orthogonal à D car il s’agit d’un vecteur 
changé en son opposé donc d'un vecteur de Ker(f + Idg) = D+. 


(b) Soit f une rotation de E d’axe D = Vect(à). 
méthode 
|| On compose f par un retournement g d’axe A orthogonal à D. 
Par opération dans le groupe SO(E) des rotations de E, l’endomorphisme h = go f 
est une rotation de FE. De plus, 
h(ŭ) = (go f\()=g(ť)=-ü car tEDCcAŁ, 


La E la question précédente assure que la rotation h est un retournement et 
alors f =g7™'oh = goh est le produit de deux retournements. Au surplus, on peut 
souligner que g et h sont d’axes orthogonaux à D. 


| Exercice 12 ** 
Soit f et g deux rotations d'un espace euclidien orienté E de dimension 3. 
À quelle(s) condition(s) a-t-on go f = fog? 
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Solution 
Si l’un des endomorphismes f ou g est égal à l'identité, on a assurément go f = fog. 
Supposons désormais les rotations f et g distinctes de Idg- 


méthode 
|| Si f et g commutent, les sous-espaces propres de l’un sont stables par l’autre. 


L’axe D = Vect(ü) de la rotation f est le sous-espace propre de f associé à la valeur 
propre 1. Il est stable par g car 


Flaa) = g(f(a)) = g8). 


Par conséquent, à est vecteur propre! de g. Or g est une isométrie et ses seules valeurs 
propres possibles sont 1 et —1. Distinguons alors deux cas 

Cas : g(ü) = ü. Les rotations f et g ont le même axe. Inversement, on sait que deux 
rotations de même axe commutent. 

Cas : g(ŭ) = —ü. La rotation g est alors un retournement ? d’axe A = Vect(d) ortho- 
gonal à ŭ. De plus, un raisonnement symétrique donne que Ÿ est vecteur propre de f ct, 
comme celui-ci n'appartient pas à l'axe D, la valeur propre associée ne peut être que —1. 
Les rotations f et g sont alors des retournements d’axes orthogonaux. Inversement, de 
telles rotations commutent car sont figurées par des matrices diagonales dans une base 
orthonormale commençant par ŭ et ü. 

En résumé, deux rotations autres que l'identité commutent si, et seulement si, il s’agit 
de deux rotations de même axe ou de deux retournements d’axes orthogonaux. 
Exercice 13 *** 

Soit a, b et c trois réels. On étudie la matrice 


ome 
A= & 20 
c 


a 


QG S 


(a) Montrer que À est une matrice orthogonale positive? si, et seulement si, a, b, € 
sont les trois racines d’un polynôme de la forme X? — X? + k avec k € [0; 4/27]. 


(b) Décrire la transformation géométrique associée aux matrices correspondantes. 


Solution 


(a) À est une matrice orthogonale positive si, et seulement si, ses colonnes sont uni- 
taires, deux à deux orthogonales et son déterminant vaut 1. Ces conditions sont réunies 


1. Rappelons qu’un vecteur est vecteur propre d’un endomorphisme si, et seulement si, il engendre 
une droite vectorielle stable par cet endomorphisme. 

2. Voir le sujet précédent. 

3. Autrement dit, À € SO3(R). 
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dans le système suivant ! : 


d+b+ce—] 
®©): ab + bc + ca = 0 
a +b? + € — 3abc = 1. 


méthode 
| Les réels a, b, c sont les trois racines du polynôme 
| 


(X — a)(X — b)(X — €) = X? - 01X? + 02X — 03 


| où l’on introduit les expressions symétriques élémentaires 


| oi =a +b+c, oz =ab+bc+ca et o3 = abc. 


Supposons (a, b, c) solution réelle du système (X) et déterminons les valeurs de c4 et T2. 
Par la satisfaction de (X), on sait déjà o2 = 0 et Pon a 


S2 =a +b +2 =1 et S3 = a +b? + = 1 + 303. 


Par développement 
o? = (a +b + 0)? = S3 + 3t + 603 


avec t = a?b + ab? + b?c + be? + ca + ca?. Aussi 


0102 = (a +b+c)(ab+bc+ ca) = t + 303 = 0. 


On a donc t = —303 puis of = S3 — 303 = 1. On en déduit a, = 1. Ainsi, a,b,c sont les 
trois racines réelles d’un polynôme de la forme X? — X? + k avec k = —03. 


Inversement, le polynôme X? — X? + k admet trois racines complexes a,b,c pour 
lesquelles o1 = 1 et o2 = 0. On vérifie alors 


S2 = 0? — 202 = 1 


puis, en reprenant le calculs précédents en sens inverse, on obtient S3 — 363 = 1. 
Ainsi, (a,b,c) est solution complexe du système (£). 

Il ne reste plus qu’à étudier à quelle condition sur k les trois racines de P sont réelles. 
On étudie pour cela les variations du polynôme P. Pour z € R, on a P’ (x) = 3x? — 2x 
et l'on peut dresser le tableau des variations de P : 


T -%0 | p 0 2/3 +00 
P'(2) + 0 - 0O + 
P(s) 
o pa P(2/3) 


1. Le déterminant est calculé en développant directement selon une rangée. 
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Une condition nécessaire et suffisante pour que le polynôme P possède trois racines 
réelles comptées avec multiplicité est! que P(0) > 0 et P(2/3) < 0. Ceci conduit à la 
condition k € [0;4/27]. 


(b) Soit f l’endomorphisme de R? canoniquement associé à A. L’endomorphisme f 
est une rotation de R? muni de sa structure euclidienne orientée canonique. Déterminons 
son axe. La symétrie dans la répartition des coefficients de A invite? à considérer le 
vecteur # = (1,1,1). On constate f(ŭ) = à car a +b +c = 1. L’endomorphisme f est 
donc une rotation autour de la droite D = Vect(ä). Orientons celle-ci par le vecteur à 
et déterminons langle 8 de la rotation f. La trace de A donne 2 cos 0 + 1 = 3a et le signe 
de sin 0 est celui de 


1 1 
faz fE] =] 0 =b-c avec T= (1,0,0). 
1 0 


Q SA 


On peut conclure que f est la rotation d’axe dirigé et orienté par Ẹ = (1, 1, 1) et d'angle 


r { arccos(#l) sib>ce 


— arccos( 34) sib<e. 


7.4.3 Endomorphismes symétriques 


f — — oo aÃ — 


Exercice 14 * 
Soit E un espace euclidien de dimension n > 2, a un vecteur unitaire de E et k un 
réel. 


(a) Montrer que l’on définit un endomorphisme symétrique f de E en posant 


f(z)=zx+kla,xzja pour tout z € E. 


(b) Déterminer les éléments propres de f. 


Solution 


(a) L'application f est bien définie de E vers Æ. Vérifions qu’il s’agit d’une application 
linéaire. Pour À, y € R et x,y€ E, on a par linéarité du produit scalaire en sa deuxième 
variable 


FO + uy) = àx + uy + k(a, Ax — uy)a 
= àg + Ak(a,x)a + uy + uk(a, y)a = A f(x) + uf (y). 


1. Si P(2/3) < 0 < P(0), les trois racines sont distinctes et figurent dans chacun des intervalles 
Ï--00 ; 0f, ]0;2/3[ et ]2/3;+co[. Si P(0) = 0, 0 est racine double et il existe une troisième racine réelle 
dans ]2/3 ; +oo[. Si P(2/3) = 0, c’est analogue avec 2/3 racine double. 

2. Il s’agit d'une matrice magique dans le sens du sujet 54 p. 190. 
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L'application f est donc un endomorphisme de F. 


méthode 


| On vérifie que l'endomorphisme f est symétrique ! en observant 


(f(æ),y) = (x, f(y)) pour tout (x, y) € E°. 


Soit x et y deux vecteurs de E. Par linéarité du produit scalaire en la première variable 


(F(=), y) = (x + kla, £) a,y) = (x, y) + Ka, x) (a, y). 
ER 


Dans le dernier membre, les vecteurs x et y jouent des rôles symétriques et l’on obtient 
donc par un calcul analogue (z, f(y)) = (f (£), y) : l'endomorphisme f est symétrique ?. 


(b) Pour x € (Vect(a))", on observe f(x) = x. On en déduit que 1 est valeur propre 
de f et que le sous-espace propre associé contient l’hyperplan de vecteur normal a. 


méthode 


| Un endomorphisme symétrique est diagonalisable et ses sous-espaces propres 
| sont deux à deux orthogonaux (Th. 5 p. 291). 


La valeur propre « restante? » est donc associée au vecteur a. On a f(a) = (1+ k)a et 
l’on conclut en distinguant deux cas. 


Cas : k = 0. L’endomorphisme f est l'identité, 1 est sa seule valeur propre, l’espace 
propre associé est E. 

Cas : k 0. L'endomorphisme f possède deux valeurs propres distinctes 1 et 1 + }:. 
Les sous-espaces propres associés sont 


Ei(f) = (Vect(a))- et Eia(f) = Vect(a). 


ur à : L 
En effet, ce qui précède donne les inclusions (Vect(a)) C E(f) et Vect(a) C Er+x(f) 
et ces inclusions se transforment en égalité car la somme des dimensions des sous-espaces 
propres est égale à la dimension n de l’espace E. 


1. Cette propriété entraîne que f est linéaire (voir sujet 5 p. 252) ce qui rend caduc le calcul de 
linéarité qui précède. Notons que lorsque k = —1, l’endomorphisme f est une projection orthogonale 
sur {a} et, lorsque k = —2, c’est la symétrie orthogonale par rapport à {a}t. 

2. Avec un peu d’intuition, on peut penser figurer f dans une base orthonormale dont le premier 
vecteur est a : la représentation est diagonale donc symétrique et l’endomorphisme f est symétrique 
(Th. 3 p. 290). L'étude des éléments propres de f devient aussi immédiate. 

3. L'expression de l’endomorphisme f est de la forme f(x) = x + p(x)a avec p une forme linéaire : 
on peut former un polynôme annulateur de f de degré 2 ce qui révèle les valeurs propres possibles de f. 
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Exercice 15 ** 
Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E de dimension n > 1. 
On pose 


AA = U A G o S E Ae 
AESp(u) À€Sp{u) 


Montrer que, pour tout vecteur x de E, 


Amin rl? < (ule), 2) < Amax [el 


Solution 


méthode 
Par le théorème spectral (Th. 5 p. 291), on sait que les endomorphismes sy- 
métriques sont diagonalisables en base orthonormale. 


Il existe une base orthonormale e = (e1,...,e.) dans laquelle la matrice de l'endomor- 
phisme symétrique u est diagonale de la forme 


M (0) 
$ avec À1,...,), les valeurs propres de u. 
(0) a 
Pour x € E, on peut écrire £ = £161 +--+ EnEn avec T1,..., £n les coordonnées du 
vecteur x dans e. On a alors 
u(x) = gyulei) +- + rules) 


= M T161 H- + Anlnen- 


Or la base e est orthonormale et l’on peut donc calculer norme et produit scalaire à l’aide 
des coordonnées dans e. Ceci donne 


lel? = + + et (u(x), £} — SAT 
i=1 / 


Pour tout à € f1; n], on a Amin S À; S Amex donc 
Aming? < AT? L Àmaxt? car z? >O 


puis en sommant 
nm n N 


Ma D S D A 3 
i=l i=1 = 
S 
=i]? — =(u(2),2) =lzl? 


ce qui donne l'encadrement voulu. 
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Exercice 16 ** 
Soit (e:,...,e) une base d’un espace euclidien Ë de dimension n > 1. 


(a) Montrer que l’endomorphisme f défini par 


n 


f(e) = X (exe 


i=1 


est symétrique à valeurs propres strictement positives. 


(b) Montrer qu'il existe un endomorphisme symétrique g de E tel que e 


(c) Établir que la famille (g(e1), -- -, g(en)) est une base orthonormale de E. 


Solution 


(a) Soit x et y dans Æ. Par linéarité du produit scalaire en la première variable 


i=l 


(f@) s) = 2 deg) = J (en 2) (e9). (+) 


Dans le dernier membre, x et y jouent des rôles identiques et donc (f(x), y) = (x, f{y)) : 
l'endomorphisme f est symétrique. Étudions ses valeurs propres. 


Soit À € R une valeur propre de f et x un vecteur propre associé. On a f(x) = Às 
avec x non nul. 


méthode 
| On détermine le signe de À en calculant (f(x), £}. 


D’une part, (f(x),x) = (Ax, £) = À Ix|Ÿ. D'autre part, (x) donne 
(Fe) e) = $ lena)? > 0. 
i=1 
De plus, si {f(x),x) = 0, on a (6,7) = 0 pour tout indice à € [1;n] et x appartient 
à (Vect(er, A a = {0p} ce qui est exclu. On a donc (Jaha) > 0 puis 


(b) Notons que l’endomorphisme f est inversible puisque 0 wen est pas valeur propre. 


méthode 


|| On résout matriciellement le problème posé. 
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Par le théorème spectral (Th. 5 p. 291), il existe une base orthonormale e’ = (e?,...,e!) 
de E dans laquelle la matrice de f est 


() à, 


Les À; pour à € [1;n] étant les valeurs propres de f, ce sont des réels strictement positifs 
et on peut introduire les nombres 1/X;. Considérons alors l’'endomorphisme g représenté 
dans la base e’ par la matrice ci-dessous 


VA a 
A= ‘+. 
(0) ie, 


méthode 


Un endomorphisme est symétrique si, et seulement si, sa représentation dans 
une base orthonormale est une matrice symétrique (Th. 3 p. 290). 


La matrice A est diagonale donc symétrique et figure l’endomorphisme g dans la base 
orthonormale e’, celui-ci est donc symétrique. De plus, À = D71 et donc g? = f-1. 


(c) Pour tous les indices à et j de [1;n], on peut écrire par symétrie de l’endomor- 
phisme g 


(glei), gles)) = (es, g°(es)) = (ei, (es). 
Or la relation f{(f-1(e;)) = ej donne l'identité 


n 


X lei, f7 (e;)je: = X bujes avec ĝi j = ? sit=j 


i=1 i=1 


La famille (e1,...,e:) étant libre, on peut identifier ! les scalaires des combinaisons li- 
néaires des deux membres et écrire, pour tous 4,7 € [1;n1], 


(g(ei),g(e;)) = (ei, F (e)} = das- 


La famille (g(e1),...,g(en)) est donc orthonormale. C’est alors une famille libre et puis- 
qu'elle est de longueur n = dim E, c’est une base orthonormale de F. 


1. Par différence de membres, on obtient une combinaison linéaire nulle donc des scalaires tous nuls. 


Rx 


ls 
Fa 


7 
- © 


y 


A 
23 
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Bart 17 +** (Théorème de Courant-Fischer) E Considérons ensuite le sous-espace vectoriel V = Vect(e1,..., €p) qui est de dimen- 
$ N: LEE 2 i i - Pour tout z € V N S de donné Ste dans la base 
Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien X de dimension n > 1. sale A a a 
On note À, > À2 Z --- > An les valeurs propres de u comptées avec multiplicité, S 2 n P p 
2 2 2 2 
| la sphère unité de E et, pour tout p € [1; n], Fp l’ensemble de tous les sous-espaces {u(x),x) = `. it + +» Mix = + Xi > Xp ÿ x = Àp 
vectoriels de Æ dimension p. i=1 pH i=1 i=l 
j 1;n]. Établir 
Soit p € f1; n] i Fo 
inf (u(r), £Y > Àp- 
Ap sup ( inf (ut) = ii ( sup (ea). zEVNS 
Re EE AEE E Ro ea Le sous-espace vectoriel V figurant parmi les sous-espaces vectoriels de Fp, on obtient 
Solution 
à jga ; su inf (u(x),x)} > inf (u(x),x) > àp. ** 
L’endomorphisme u étant symétrique, l’espace E est la somme directe orthogonale de a (i af À (æ), )) “6 p (2), ) Te 0a) 
ses sous-espaces propres. Il existe donc une base orthonormale e = (e1,...,e,) de E telle 
que u(e;) = Aje; pour tout i € [ln]. Les deux inégalités (x) et (x+) se complètent pour donner la première égalité 1 
Pour x € E de coordonnées z1, ..., £n dans la base orthonormale e, on a par des calculs 
identiques à ceux déjà vus dans le sujet 15 p. 307 Àp = sup ( inf (uls), 2)) 
FEFp \ EFNS 
n n 
z]? = Y? et (u(x), £} = YA? On peut obtenir la deuxième égalité en adaptant le raisonnement précédent ou bien 
i=1 i=1 en considérant l’endomorphisme v = —u dont les valeurs propres p41, .-., Hn classées en 
ordre décroissant sont données par Un+1-k = —Àx. On a alors 
Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p. 
méthode Àp = —Unti-p  — pen? ( inf (u(a),a)) 
n = T fe 
| L'intersection de F et G = Vect(ep,. - -, €n) n'est pas réduite au vecteur nul. D 
L'espace F est de dimension p tandis que G est de dimension n + 1 — p. Par la formule = Fe g = ( aai ie z) ) 
de Grassmann 
dim(F N G) = dim F + dimG — dim(F + G) > 1. = inf sup 0) 
y” PEFnti-p \ TEFNS 
<n 
= inf sup (u(x),x) |. 
Il existe donc un vecteur y appartenant à FN GN S de coordonnées y1,...,% dans la FÉRra (s D (=), )) 
base e. Ce vecteur appartenant à G, les premières coordonnées y1, ...,Yp—1 sont nulles he n i O 
et donc i | Exercice 18 *** 
P— nm n n 
luly), y} = D Ay? + y Ay? = + AM LÀ y = À | Soit p et q des projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien Æ de dimension n > 1. 
; = tJi tdi T 193 S ^p ; ps 
i=1 LA i=p i=p i=p (a) Montrer que poq o p est diagonalisable. 
> ; 1 
Par conséquent, (b) Déterminer (Im(p) + Ker(q)) . 
inf (u(x), x} < luly) y) < àp- (c) En déduire que p o q est diagonalisable. | 
FNS j 
Lu (d) Etablir que les valeurs propres de po q sont comprises entre 0 et 1. 
Cette comparaison valant pour tout sous-espace vectoriel F de Fp, on a JP s 
1. La borne supérieure est donc un max atteint en V = Vect(e1,...,e,). Au surplus, la borne infé- 
: rieure est un min en tant que minimum d’une fonction réelle continue définie sur un compact non vide : 
rs (int (a), 2)) < Àp (+) ce « sup d’inf » est un « max de min ». 
Xe 5 


(2 
© 
o 
o 


Ces 


TA 


i7 
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Solution 


(a) méthode 
|| Les projections orthogonales sont des endomorphismes symétriques. 


Montrons que poq o p est un endomorphisme symétrique. Soit æ et y deux éléments 
de E. En exploitant successivement les symétries des projections orthogonales p, q et 
encore p, il vient 


(poqo plz), y} = (aop(x),p(y)) = (p(x), q o ply)) = (x, poqo ply))- 


L’endomorphisme p o q o p est symétrique donc diagonalisable. 


(b) méthode 
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien, on sait ! 


(F+G)=FinGt et (FnG)=ri+Gt. 
Par passage à l’orthogonal d’une somme 


(Im(p) + Ker(q))” = (Im(p))* n (Ker(4))" = Ker(p) N Im(q) 


car image et noyau d’une projection orthogonale sont l’orthogonal l'un de l’autre. 


(c) L’endomorphisme poqo p est diagonalisable et l’espace Im(p) est stable par celui- 
ci. Il existe donc une base (e:,...,e,) de Im(p) diagonalisant l’endomorphisme induit 
par pogop. On a alors, pour tout i € [1;r], 


(pogopl(e)= ke avee À ER. 


Or e; est un vecteur de l’image de la projection p, il est donc invariant par p et par 
conséquent 


(po q)(e:) = (po ge p)(e:) = Mei. 


Ainsi, la famille (e:,...,e,) est constituée de vecteurs propres de po q. Si besoin, on 
complète cette famille par des éléments (e.41,...,e,) de Ker(q) afin de former une base 
de l’espace F = Im(p)+Ker(g). Les vecteurs ainsi introduits annulent q et donc aussi poq : 
ce sont des vecteurs propres associés à la valeur propre 0. 

Enfin, on complète cette dernière famille par des éléments (e,;1,...,e.) de Ft afin 
de former une base de E. Puisque F+ = (Im(p) + Ker(q))- est l'intersection de Ker(p) 
et Im(g), les vecteurs e541,...,6€, sont invariants par q et annulent p, ils annulent donc poq 
et sont aussi des vecteurs propres associés à la valeur propre 0. 

En résumé, les vecteurs e1,...,e, constituent une base de vecteurs propres de poq 
associés aux valeurs propres À1,...,À,,0,...,0. L’endomorphisme poq est diagonalisable. 


1. Voir sujet 6 du chapitre 11 de l'ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI. 
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(d) méthode 
Si p est une projection orthogonale, on sait ! 


0 < {p(x),z) < æl? pour tout æ € E. 


Soit À une valeur propre de poq et x un vecteur propre associé : (p o q)(x) = Àx 
avec x Æ 0g. Si À est nul, c’est évidemment un élément de [0; 1]. Sinon, le vecteur x est 
élément de l’image de p, il est donc invariant par p et l’on obtient par la propriété de 
symétrie 

(x, x) = ((p o g)(x),x) = (a(x),p(x)) = (glz), £). 
Ve 


=g 


Puisque q est une projection orthogonale 


0 < (a(2), 2) < liel? 
— a 


=Ax|? 


et donc À € [0 ;1] car æl? >0. 


7.4.4 Matrices symétriques réelles 


Exercice 19 * 
On considère la matrice 


Déterminer P € Os(R) et D € MR) diagonale telle que A = PD*P. 


Solution 


méthode 
Les matrices symétriques réelles sont diagonalisables par l'intermédiaire d’une 
matrice de passage orthogonale (Th. 6 p. 291). 


Afin de diagonaliser À, on détermine ses éléments propres. On commence par le calcul 
du polynôme caractéristique? xa = (X + 3)(X — 3)?. 

La résolution de l'équation matricielle AX = 3X d’inconnue X € M3 1(R) détermine 
le sous-espace propre associé à la valeur propre 3 : on obtient le plan P: x +y— 2z =0. 


méthode 
Les sous-espaces propres d’une matrice symétrique réelle sont deux à deux 
orthogonaux. 


1. Si a désigne le projeté orthogonal p(x) et si b = x — p(s), les vecteurs a et b sont orthogonaux de 
2 2 
sorte que (p(x), £) = ||a]]* < llall? +18 = el”. 
2. On peut amorcer le calcul de x A(A) par l'opération C1 <+ Ci + C2 + C3 afin de faire apparaître 
un premier facteur À — 8. 


514 Es 


Sans calculs, on peut affirmer que le sous-espace propre associé à la valeur propre -4 
est la droite D normale! au plan P : D = Vect(1,1, —2). 

La détermination de bases de ces deux sous-espaces propres suffit à produire une ma- 
trice de passage diagonalisant À. Cependant, pour obtenir une matrice de passage ortho- 
gonale, il faut choisir des bases orthonormales de ces deux espaces propres. 

On obtient une base orthonormale du plan Æ3(4) = P en considérant les vecteurs 
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1 1 
—=(1,1,1) et —=(1, —-1,0). 
HOLD € 7-10) 
On obtient une base orthonormale de la droite E_3(4) = D avec le vecteur 
— (1,1, —2). 
"o ) 
Ces vecteurs déterminent alors les colonnes d’une matrice de passage orthogonale P 
convenable 


1/V3 1/V2 1/76 3 0 
A=PD'P ave P=|1/V3 —1/V2 1/V6 et [0 3 0 
1/V3 0 —-2/V6 0 0 -3 


| Exercice 20 * 
| Soit À — (aij) € Sn(R) de valeurs propres À,..., Àn- Établir 


| 
DD a; = > x. 


i=1 j=1 i=1 


nn 


Solution 


méthode 
On introduit le produit scalaire canonique sur M,(R) défini par 


n 


(4B =Y 3 ai jbij = tr('AB) 


i=1 j=1 
On remarque 
nm KES 
XO $ a; = (A, A) = tr(f4A4) = tr(4?) 
i=1 j=1 
La matrice À est symétrique réelle donc diagonalisable par une matrice de passage or- 


thogonale et l’on peut écrire A = PDP avec P € OA(R) et D € MAR) diagonale de 
coefficients diagonaux les valeurs propres À1,...,À,. On a alors 


(A) = tr(PD PP D+P) = tr(PD?*P) = tr(PD?P™?}). 
= 


=ln 


1. Pour le produit scalaire canonique, un vecteur normal à un plan d’équation ax + by + cz = U 
(avec a,b,c non tous nuls) est (a,b,c). 
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Deux matrices semblables ayant la même trace, on conclut 


Sun) NS 
i=1 


i=1 j=1 


| Exercice 21 ** 
Soit À € M,(R). On note a et 2 les plus petite et plus grande valeurs propres de la 
matrice § déterminée par | 


S= (AtA). 


(a) Soit X € Mn, (R). Comparer {X AX et *XSX. 
(b) Montrer que pour toute colonne X € Mn, (R), 


AEAEE TNN 


(c) En déduire que les valeurs propres de À sont comprises entre a et 8. 


Solution 

Notons que la matrice S est symétrique réelle. Elle est donc diagonalisable et par 
conséquent admet des valeurs propres réelles. Celles-ci sont en nombre fini ce qui assure 
l'existence de 


a= min À et B— max À. 
XESp(S) XESp(S) 


(a) méthode 
| XAX désigne un nombre réel. 


La matrice X étant une colonne, le produit de la ligne X par la colonne AX détermine 
un nombre réel. Celui-ci est inchangé par transposition et donc ! 


'XAX =*('XAX) = 'X*AX. 
Par conséquent, 
1 
‘XSX =7'X(A+'A)X = SUXAX +X'AX) = 'XAX. 
(b) méthode 


On encadre? XSX en diagonalisant S par une matrice de passage orthogo- 
nale. 


La matrice S est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable : on peut 
écrire S = PD'P avec P € O,(R) et D € M,(R) diagonale de coefficients diagonaux 
les valeurs propres M,..., An de S. 


1. Plus généralement, en introduisant le produit scalaire canonique sur M, ,1(R), on a pour toutes 
colonnes X et Y la formule (X, AY) = IX AY = ({AX,Y}). 
2. On peut rapprocher cette étude de celle menée dans le sujet 15 p. 307. 


516 = Ž— 


En introduisant la colonne Y = *PX de coefficients y1,- ., Yn; On a 
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tXSX =X(PD'P)X = (XP)D(PX) = YDY = > Au 
i=1 
Les valeurs propres À; étant comprises entre & et B, on peut écrire l'encadrement 
m n n m 
að y LiXEX — SA < BY avec Vu =*YY. 
i=1 i=1 =] ii 


Or la matrice P est orthogonale et donc ‘YY = XP!PX = XX. Il suffit ensuite de 
combiner l’ensemble des résultats précédents pour conclure 


aXX S XAX <B'XX. 
(c) Soit À une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. On a AX = ÀX 
avec X une colonne non nulle. Par l'encadrement précédent, on obtient 
aXX <'XAX = XX <B'XX. 


Sachant la colonne X non nulle, le réel ‘XX est strictement positif car c'est le carré de 
la norme euclidienne de X. Après simplification, on conclut À € [a; 8]. 


Exercice 22 *** 

On note S*(R) l’ensemble des matrices symétriques de MA,(R) dont les valeurs 
propres sont toutes positives. Soit À € S (R). On veut montrer qu'il existe une 
unique matrice B € S} (R) telle que B? = À. 


(a) Montrer l'existence d’une telle matrice. 
(b) Soit B € S} (R) vérifiant B? = A. Établir que, pour tout À € R4, 


Ker(B — V`In) = Ker(A — À). 


(c) Justifier l’unicité d’une matrice solution. 


Solution 
(a) La matrice A est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable. On peut 
alors écrire A = PDP 1 avec P € O,(R) et 
m (0) 
(0) x, 


où les réels À1,..., À, désignent les valeurs propres de la matrice À. Celles-ci étant toutes 
positives, on peut introduire 


va (0) 


(0) x 
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et considérer la matrice B = PAP. 
Puisque À = D, on a B? = A. De plus, la matrice B est symétrique car 
tB="(P-t)AtP= PAP =B cr ‘P=P'1. 


Enfin, les valeurs propres de B sont les coefficients diagonaux de À, elles sont donc toutes 
positives. 
Finalement, B est une matrice de S} (R) de carré égal à A. 


(b) Soit À un réel positif. 
méthode 
| On exploite le lemme de décomposition des noyaux lorsque À > 0. 
Cas : À > 0. On peut écrire la factorisation, 
X? -A= (x V)(X + VA) 
avec X — VA et X + VÀ polynômes premiers entre eux car VÀ Æ 0. Le lemme de 
décomposition des noyaux donne alors 


Ker(A — Aln) = Ker(B VAL) } Ker(B | VAL). (+) 


Or le noyau de B + VAL, est réduit à l'élément nul car les valeurs propres de B sont 
supposées positives. La relation (+) se simplifie donc en 
Ker(A — Aln) = Ker(B — VAL). 


Cas : À = 0. La matrice B étant diagonalisable, on sait! Ker(B) = Ker (B?) et on a 
donc Ker(B) = Ker( A). 


(c) Soit B et C deux matrices de S$ (R) vérifiant B? = A et C? = A. 


méthode 
| On résout ? la question posée dans le cadre vectoriel. 


Soit a, b et c les endomorphismes de Æ = R” canoniquement associés aux matrices 
respectives À, B et C. La matrice À étant diagonalisable, lendomorphisme a l’est aussi 
et l’on a la décomposition en somme directe 


E= ©  Ker(a-— ldg). 
XeSp(A) 


Pour tout À € Sp(A) C R4, la résolution de la question précédente permet d'affirmer 
Ker(b — VAlds) = Ker(a — dr) = Ker(c — VAIdr). 


On a donc b(x) = VAr = c(x) pour tout x € Ker(a — Mdg). 
Les applications linéaires b et c sont alors égales sur chaque espace d’une décomposition 
en somme directe, elles sont donc égales sur E. On peut conclure B = C. 


1. Voir sujet 7 p. 136. 
2. On peut aussi mener une démonstration assez analogue en restant dans le cadre matriciel : on 
établit BX = CX pour toute colonne X en décomposant celle-ci sur les sous-espaces propres de À. 
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7.4.5 Matrices antisymétriques réelles 


— Ooo an _ =, 


Exercice 23 ** 
| Montrer que toute matrice antisymétrique réelle est de rang pair. 


Solution 
Soit À € M,(R) antisymétrique. Elle vérifie {À = — A. 
Cas : À est inversible. Le déterminant de A est non nul. Or 


det(A) = det(‘4) = det(—A) = (—1)" det(A) 


et donc (—1)” = 1. On en déduit que n = rg( A) est un entier pair. 
Cas : À n’est pas inversible. On introduit l’endomorphisme a de R” canoniquement 
associé à la matrice À. 


méthode 
| On figure l'endomorphisme a dans une base orthonormale adaptée à son noyau. 


Soit e = (e:,...,€.) une base orthonormale de R” adaptée au noyau de a. Les premières 
colonnes de la matrice A’ figurant l’endomorphisme a dans la base e sont nulles et donc 


B 
AE È 3) avec C € M,(R) et r = rg(A') = rg(A). 
Vérifions ensuite que cette matrice A’ est antisymétrique. Introduisons P la matrice de 
passage de la base canonique de R” à la base e. La matrice P est orthogonale en tant 
que matrice de passage entre deux bases orthonormales. La formule de changement de 


base s’écrit alors 
A = PAP avec Pl =tP 


et l’on vérifie : 


FAI =piAtp lp l( App AP =", 


La matrice A’ est antisymétrique. Le bloc B est donc nul! tandis que le bloc C est 
antisymétrique. Puisque le bloc B est nul, le rang de À’ est égal au rang de C. La matrice 
antisymétrique C est alors carrée de taille r et de rang r donc inversible. On est ramené 
au cas précédent et l’on peut conclure que r est un entier pair. 


Exercice 24 ** 


Soit A € M,{(R) une matrice antisymétrique. 
(a) Quelles sont les valeurs propres réelles possibles de A? 
(b) En déduire que le déterminant de À est un réel positif. 


(c) Montrer que les valeurs propres complexes de À sont imaginaires pures. 


1. La nullité de ce bloc pouvait aussi être acquise en observant que (Ker(a))” est stable par a. 
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Solution 
(a) Soit À une valeur propre réelle de A et X € Mn,1ı(R) un vecteur propre associé. 
On a AX = àX avec X colonne non nulle. 


méthode 


|| On étudie X AX. 


D'une part, on a directement *XAX = AtXX. D’autre part, on peut écrire en exploi- 
tant À = —*A 
tXAX =—*XŻtAX = —*(AX)X = —\' XX. 


Sachant XX = ||X||? # 0 car X non nulle, on obtient À = —A et donc À = 0. Ainsi, la 
seule valeur propre réelle possible d’une matrice antisymétrique est 0. 


(b) Le déterminant de A est le produit des valeurs propres complexes de A comptées 
avec multiplicité. Or ces dernières sont deux à deux conjuguées et l'absence de valeurs 
propres réelles non nulles entraîne que le déterminant de À est un produit de facteurs AÀ 
et d'éventuels 0. On en déduit que det(A) est un réel positif !. 


(c) Soit À une valeur propre complexe de A et X € M, 1(C) un vecteur propre associé, 
On a AX = ÀX avec X colonne non nulle. 
méthode 


| On étudie ‘X AX. 


D'une part, un calcul direct donne XAX = \'XX. D'autre part, il est possible 
Pan t- P x bat 4 : 
d'écrire À = — À car la matrice À est antisymétrique et réelle. On a alors aussi 


'XAX = rar Gui ox XX. 


a . t zt ; 
Ainsi, on obtient À XX = —\ XX. Or, en notant £1,..., £n les coefficients complexes 
constituant la colonne non nulle X, on remarque 


"XX = Sul > 0. 
k=1 


On en déduit À = —À donc À € iR. 


Exercice 25 *** 

Soit À € M, (R) antisymétrique. Montrer que, par le biais d’une matrice de passage 
orthogonale, la matrice À est semblable? à une matrice diagonale par blocs avec sur 
la diagonale des zéros et/ou différents blocs Ma avec 


0 EX * 
mhs A avec @€ R*. 


1. On trouvera dans le sujet 29 p. 164 une démarche alternative. 
2. Ce résultat de réduction des matrices antisymétriques résout aussi les deux sujets précédents. 


Le 
Q 


qam 
> - 
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Solution 

On raisonne par récurrence forte sur n > 1. 

Pour n = 1, une matrice antisymétrique est nulle et la propriété est vérifiée. 
Pour n = 2, une matrice antisymétrique de taille 2 est nulle ou de la forme 


0 -a 
C a avec & #0. 


Si œ > 0, la propriété est immédiatement vérifiée. Si œ < 0, on emploie une matrice de 
permutation : 


pP 4 EC | avec F0 0) € 020). 


Supposons ensuite la propriété établie jusqu’au rang n — 1 > 2. Soit A € Ma(R) 
une matrice antisymétrique. Introduisons l’endomorphisme a de R” canoniquement as- 
socié à la matrice À et notons (-, :) le produit scalaire canonique sur R”. L'hypothèse 
d’antisymétrie de la matrice À se retraduit en écrivant 


(a(x), y) = —(x,a(y))} pour tous g et y de R”. (+) 
En effet, si X et Y désignent les colonnes formées des coefficients constituant x et y, 


(alz) y) = (AX)Y = EX TAY = -+X AY = —{x,a(y)). 


méthode 
Pour obtenir dans la représentation matricielle de a un bloc Ma, on recherche 
deux vecteurs e; et e2 vérifiant a(e1) = œez et a(ez) = ~ae. Le vecteur ei 


apparaît alors comme un vecteur propre de a?. 


Étudions l’endomorphisme a?. Celui-ci est symétrique car figuré par la matrice A? dans 
la base canonique qui est orthonormale avec 


(4) = (4) = (A) = 4 


Discutons ensuite selon l’éventuelle nullité de a?. 
Cas : a? = 0. L'endomorphisme a est alors nul car, pour tout x € R”, 


la(s]? = (a(x), a(x)) = —(æ,a(a(x))) = -(zx, a?(x)) = 0. 


La propriété voulue est alors immédiate. 

Cas : a? Æ 0. L’endomorphisme a? est symétrique donc diagonalisable. Puisque ce n’est 
pas l’endomorphisme nul, il possède une valeur propre À non nulle. Soit e} un vecteur 
propre unitaire associé. Le vecteur a(e1) ne peut pas être nul et est orthogonal à e1 
car (x) donne 


(a(e1) e1) = —(e1,a(e:)) donc (a(e1), e1) = 0. 
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Introduisons alors le vecteur unitaire 


1 
e2 = pea 


La famille (e,,e2) est orthonormale et, par construction, on peut écrire a(e1) = ae 


avec & = ||a(e1)|| > 0. De plus, a?(e1) = Xe; donne 
1 À 
a(e2) = zr le) = ße, avec f= x 
L'égalité (a(e1),e2) = —(e1,a(e2)) montre ensuite 8 = —a. 


En résumé, on a déterminé un plan P = Vect(e1, e2) stable par a tel que Pendomor- 
phisme induit par a est représenté dans la base orthonormale (e1, €2) par la matrice 


0 —a 
Ma = : 
Considérons ensuite une matrice P orthogonale dont les deux premières colonnes sont 


formées ! par les vecteurs e; et e2. Puisque P7} = *P, on vérifie que la matrice PAP 
est antisymétrique et, par construction, celle-ci est de la forme 


ip (Ma 0 
Purei al 


La matrice 4’ de Mn—2(R) est antisymétrique et l’on peut employer l'hypothèse de 


récurrence pour introduire une matrice P’ de O,,-2(R) telle que P'—LA’P' est de la forme 
voulue. Enfin, en considérant la matrice 


Q= (4 pe) EOR 


on obtient RIAR de la forme souhaitée avec R = PQ € O, (R). 
La récurrence est établie. 
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Exercice 26 * 


Soit À et B deux matrices de Mn (R). On note a et £ les plus grandes valeurs propres 
| des matrices ‘AA et ‘BB. Montrer que les valeurs propres À de AB vérifient À? < af. 


1. Il est possible de construire une telle matrice en complétant la famille orthonormale (e1, e2) en une 
base orthonormale de R”. 


ES 


Php JS 
D”; 


mare #4 


d 
po 
n 
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Solution 

Notons que les matrices AA et BB sont symétriques réelles, elles admettent donc des 
valeurs propres et celles-ci sont en nombre fini ce qui légitime l’introduction de œ et 8 

Considérons le produit scalaire canonique sur M, 1(R) donné par (X,Y) =* XY. 


méthode 
| On vérifie || AX||? < a ||X||? pour toute colonne X de M, 1(R). 


Soit X € My (R). On a 
| AXI? = (AX, AX) = '(AX)AX =tX'AAX. 


Or la matrice ‘AA est symétrique réelle. Par le théorème spectral, on peut donc écrire 
tAA = PDŻP avec P matrice orthogonale et D matrice diagonale de coefficients diago- 
naux les valeurs propres À,...,À, de ‘AA. On poursuit alors le calcul précédent 


IAXI}='tXPD'PX =tYDY avec Y =*PX 


En notant 1,...,y les coefficients de la colonne Y, on observe 
tY DY = a Ay? < a D y= 
i=i 
avec 


tYY =iXPiPX =tXX. 


On a donc |AX|? < æ||X|?. On montre de même |BX|? < 8||X||? pour toute co- 
lonne X. Considérons alors À une valeur propre de AB et X un vecteur propre associé. 
On a ABX = AX avec X colonne non nulle. En appliquant les inégalités qui précèdent 
successivement avec les matrices À et B, il vient 


VAI = AXI? = [ABX]? < al BXÏ < o8 X17. 


On simplifie alors par |X |? > 0 pour conclure x < < a. 


Exercice 27 Ex 
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1 et e = (e1,...,e.) une base 
orthonormale de F. 


On appelle matrice de Gram! d’une famille (x1,...,7.) de vecteurs de E la matrice 


G(x1,...,%n) € MAR) de coefficient général {x:,x;). 
(a) On note À la matrice figurant la famille (x1,...,x,.) dans la base e. Exprimer 
G(x1,...,%n) en fonction des matrices A et ‘A. 


(b) Soit M € M,(R). À quelle(s) condition(s) existe-t-il une famille (x1,...,æn) 
de vecteurs de Æ telle que M = G{x1,...,&n)? 


(c) Application : On suppose n > 2. Pour quelles valeurs de c réelles existe-t-il une 
famille (41,...,æ%:) de vecteurs unitaires de Æ vérifiant (x;,%;) = c pour tous les 
indices 4 et j distincts ? 


1. On trouvera une autre application classique des matrices de Gram dans le sujet 33 du chapitre 11 
de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MP.SI. 
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Solution 


(a) méthode 


On sait exprimer le produit scalaire de deux vecteurs à partir de leurs coor- 
données dans une base orthonormale. 


Les coefficients de la matrice A définissent les coordonnées des vecteurs æ1,...,%h 
dans la base orthonormale e. Pour i,j € [1;n], les coefficients a1:,.….. ; ûn, d’une part, 
et @1,5,---;An,; d'autre part, donnent les coordonnées des vecteurs x; et z; et donc 


n 


Chista) -Yos iūk j = DE =X [A = [AA], i 


k=1 k=1 


Ainsi, G(æ1,...,Tn) = ‘AA. 


(b) Par représentation d’une famille de vecteurs dans une base, l'existence d’une fa- 
mille de vecteurs (£1,..., £n) telle que M = G(x1,...,7») équivaut à l'existence d’une 
matrice À € MAR) telle que M = AA. 


méthode 


| Pour A € M,(R), AA est une matrice symétrique à valeurs propres positives 2. 


Analyse : S'il existe une matrice À € M,{R) telle que M = ‘AA, la matrice M est 
nécessairement symétrique et à valeurs propres positives. 


Synthèse : Supposons la matrice M symétrique de valeurs propres À1,..., À, positives. 
Par le théorème spectral, on peut écrire M = PD'P avec P € O,(R) et 


M (0) 
D = Te 
O) ‘à, 
Puisque les valeurs propres À1,..., Àn sont positives, on peut introduire 
+ (0) 
A= $ 


OR, = 


La matrice? A = AP vérifie alors ‘AA = M et la matrice M est donc la matrice de 
Gram de la famille de vecteurs figurée par À dans la base e. 


1. En conséquence, rg(G{x1,...,2n)) = re(fAA) = rg(A) = rg(x1,...,#n) (voir sujet 21 p. 269). 

2. Voir sujet 6 p. 296. 

3. Plus généralement, A = QA *P avec Q € Ox(R) convient aussi et l’on peut montrer qu’il n’y en a 
pas d’autres, par exemple en exploitant le résultat du sujet 9 p. 299. 


__ 
(c) Il s'agit ici de déterminer pour quelles valeurs de c € R la matrice symétrique 

+ 

(e) a 
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M: = 


est à valeurs propres positives. 
Les valeurs propres de Me sont! 1 — c et 1 + (n — 1)c. Celles-ci sont positives si, et 
seulement si, 
1 
ee 


n—i 


— 


Exercice 28 *** (Pseudo inverse) 
Soit a une application linéaire d'un espace euclidien E vers un espace euclidien E”, 
Montrer qu'il existe une unique application linéaire b de E vers E vérifiant : 
G) aobet bo a sont des endomorphismes symétriques ; 
(i) aoboa=aetboaob=b. 

| L'application linéaire b est appelée pseudo-inverse? de a. 


Solution 
Analyse : Supposons b € L(E”, E) solution du problème posé. 


méthode 
Les endomorphismes a o b et bo a sont des projections orthogonales que l’on 
peut préciser. 


L'endomorphisme aob est symétrique et vérifie (aob)? = aob, il s’agit d’une projection 
orthogonale. De plus, Im(a o b) C Im(a) et, inversement, Im(a) C Im(a o b) car on peut 
écrire a = (aob)oa. L'endomorphisme a ob est donc la projection orthogonale sur Im(a). 

Aussi, bo a est symétrique et vérifie (bo a)? = bo a, c’est une projection orthogonale. 
De plus, Ker(a) C Ker(b o a) et aussi Ker(bo a) C Ker(a) car a = ao (b o a). L’endo- 
morphisme b o a est donc la projection orthogonale parallèlement à Ker(a), c’est-à-dire 
la projection orthogonale sur (Ker(a)) 

Par les études qui précèdent, on peut affirmer que la composée a o b est parfaitement 
déterminée puisqu'il s’agit de la projection orthogonale p sur Im(a). Pour en déduire b. 
il suffit de savoir inverser a sur l’espace des valeurs prises par b. 


méthode 
Une application linéaire définit par restriction un isomorphisme de tout sup- 
plémentaire de son noyau vers son image. 


L'égalité b = bo a o b donne par double inclusion Im(b) = Im(b o a) et on en déduit 
Im(b) = (Ker(a)) Or cet espace est un supplémentaire de Ker(a) et l’on peut donc 


1. Voir sujet 25 p. 158. 

2. Lorsque l'on veut résoudre l'équation linéaire a(x) = y, ni l’existence, ni l’unicité d’une solution ne 
sont assurées. Introduire le pseudo-inverse b permet de déterminer le vecteur xo = b(y) qui est le vecteur 
de norme minimale tel que a(xo) soit le plus proche possible de y. 
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introduire la restriction de (Ker(a)) vers Im(a) qui est un isomorphisme. Notons a’ son 
isomorphisme réciproque : 


a: Im(a) > (Ker(a))”. 
L'égalité a o b = p donne alors a’ o a ob = a’ o p avec a’ oa = Idm) donc b = a’ o p. 
L'application linéaire b est ainsi déterminée de façon unique. 
Synthèse : Soit b = a' o p avec a/ et p tels que définis au-dessus. L’application linéaire b 
est bien définie de E’ vers E et l’on remarque 


Im(b) = (Ker(a)}” et  Ker(b) = (Im(a))* 


car a” est un isomorphisme. Vérifions que l’application b satisfait aux propriétés requises. 
Onaaocb—acoa op —p car ao a! est l'identité sur l’image de a. Ainsi, aob est une 
projection orthogonale et donc un endomorphisme symétrique. 

Aussi, boa = a opoa= d oa car p se confond avec l'identité sur l’image de a. Or 
l'application linaire a'oa est nulle sur Ker(a) et correspond à l'identité sur son orthogonal. 
L'application boa correspond donc à la projection orthogonale sur l’orthogonal de Ker(a). 
Il s’agit encore une fois d’un endomorphisme symétrique. 

Enfin, (a o b)? = a o b donne (a obo a — a) o b = 0 donc 


(Ker(a)}” = Im(b) C Ker(a o boa — a). 


Cependant, on a aussi Ker(a) C Ker(aoboa — a) et donc ao boa -—a = 0. 
L'égalité (a o b)? = a o b donne encore a o (bo aob — b) = 0 donc 


Im(b o aob -— b) C Ker(a). 


Cependant, Im(b o a o b — b) C Im(b) = (Ker(a)}” et donc bogaob—b=—0. 


Finalement, l’application linéaire b est solution. 


Exercice 29 *** (Décomposition polaire) 
Soit S € M,{R) telle que tr(SU) < tr(S) pour toute matrice U € O, (R). 
(a) Soit À € M, (R) antisymétrique. Montrer exp(4) € On (R). 


(b) En considérant les matrices orthogonales exp(£A) pour t réel et À matrice an- 
tisymétrique, établir que 5 est une matrice symétrique. 


(c) Montrer que les valeurs propres de S sont positives. 


(d) Application : Montrer que pour toute matrice M € Mn (R), il existe $ € M, (R) 
| symétrique à valeurs propres positives et Q € O,(R) telles que M = SQ. 


Solution 


(a) L'application de transposition est linéaire au départ d’un espace de dimension 
finie done continue. On obtient alors par passage à la limite des sommes partielles 


(exp(4)) = exp(‘A) = exp(—A). 
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méthode 
| Si A, B € Mn(K) vérifient AB = BA, on a exp(A) exp(B) = exp(A + B). 


Puisque les matrices À et —A commutent 


“(exp À) exp(À) = exp(— A) exp(A) = exp(— À + A) = exp On = In. 
La matrice exp À est donc orthogonale. 


(b) Soit A une matrice antisymétrique de M,(R). La fonction f qui à un réel ¢ 
associe tr (S exp(tA)) admet par hypothèse un maximum en 0. 


méthode 


Une fonction réelle dérivable admettant un extremum en un point de part et 
d'autre duquel elle est définie, est de dérivée nulle en ce point. 


Étudions la dérivabilité de la fonction t ++ exp(tA). Celle-ci est la somme de la série 
de fonctions ` ug avec 


1 
ug(t) = gea 


Chacune de ces fonctions est de classe C! de R vers M,(R) avec 


1 
uo(t) =0 et u,(t) = ey” pour kèl. 


1) 
La série } up converge simplement sur R. Montrons que la série Su! converge unifor- 
mément sur tout segment |-r;r] de R. Pour k > 1 et t € [-r;r] ona 


1 
u! t £ k—1 AF 
COR 
avec ||- || la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique sur M, (R). Or on 
sait! ||AB|| < ||AI| || B|| pour toutes matrices A et B de Mn(R). On en déduit 


1 A 
lls rëi AJ* = Allas avec ap = 


E-D rE AJA 


CE) 


La série Ÿ[ ax est convergente car il s’agit de la série exponentielle en le réel r || AI] et l’on 
peut donc affirmer que la série $ ui, converge normalement, donc uniformément, sur tout 
segment [-r;r] de R. Par théorème, on sait alors que la fonction somme + ++ exp(tA) 
est de classe C! et 


d = < 1 k k 
= X ` 1 3 X j =] 
k=0 k=1 


1. La norme euclidienne sur Mn (R) est sous-multiplicative, voir sujet 10 p. 257 
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Par continuité de l'application linéaire X œ AX sur Mn (R), on peut factoriser À de la 
somme infinie et poursuivre 
d + À 
— k—-1 4k—1 _ 
ar (eP(A) = À D w- pit A" = Aexp(tA). 
k=1 


Par opérations sur les fonctions dérivables, la fonction f:t + tr(S exp(tA)) est alors 

dérivable sur R avec 
J'(E) = tr(SAexp(tA)). 

Or cette fonction admet un maximum en 0 et donc f’(0) = 0 ce qui donne tr(SA) = 0. 

Introduisons le produit scalaire canonique sur M,(R) défini par (M, N} = tr(fM N). 
Le résultat qui précède se relit {*S, A) = 0 pour toute matrice antisymétrique A. La 
matrice *9 appartient donc à l’orthogonal de l’espace des matrices antisymétriques qui 
est l’espace des matrices symétriques +. Finalement, la matrice $ est symétrique. 


(c) Par le théorème spectral, on peut écrire S = PD'P avec P € O,(R) et D matrice 
diagonale de coefficients diagonaux À1,...,Àn. Considérons la matrice V diagonale de 
coefficients diagonaux €1,...,€, avec €; = +1 déterminé de sorte que €;X; = [X;|. La 
matrice V est orthogonale, donc aussi l’est U = PV 'P. Or 


tr(SU) = tr(SPV P) = tr((SPV) fP) = tr(tP(SPV)) = tr(PSPV) 
= tr(DV) = [A++] 


et 


tr(S) = A++. 


La propriété tr(SU) < tr(S) entraîne À; > 0 pour tout à € [1 ;n]. La matrice § est donc 
à valeurs propres positives. 


(d) Soit M € M, (R). 


méthode 
Toute fonction réelle définie et continue sur un compact non vide présente un 
minimum et un maximum. 


La fonction réelle y: U + tr( MU) est définie et continue sur M, (R) car linéaire. Sa 
restriction au départ du compact non vide O,(R) présente un maximum en une certaine 
matrice Un de O,(R). On a alors, pour toute matrice U de O,(R), 


tr(MU) < tr(MUo). 
Posons ensuite § = MU. Pour toute matrice V de O, (R), on peut écrire 
tr(SV) = tr(MUoV) < tr(MUo) =tr(S) car UoV € OR). 


La matrice S est alors symétrique à valeurs propres positives et l’on peut écrire M = SQ 
avec Q = Ug ! une matrice orthogonale. 


1. Voir sujet 18 du chapitre 11 de ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI. 


528 C 


Exercice 30 *** 
Soit M € Mn(R) vérifiant ! M = MM. Montrer que M est orthogonalement 
semblable? à une matrice diagonale par blocs, dont les blocs diagonaux sont de 
taille 1 et/ou de taille 2 de la forme’ 
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Q 


E 2) avec a, p ER. 


Solution 

Montrons la propriété en raisonnant par récurrence double sur la taille n > 1 de la 
matrice M. 

Pour n = 1, c’est immédiat. Pour n = 2, une matrice 


(+9 


ON commute avec sa transposée si, et seulement si, 
NA b2 = ce? 
z 
f ac + bd = ab + cd. 
+; Distinguons alors deux cas : 
PA Cas : b = c. La matrice M est symétrique réelle done orthogonalement diagonalisable. 


Cas : b + c. On a b = —c (avec b 0) et a = d. La matrice M est alors égale à Mac. 

Supposons la propriété établie aux rangs n — 2 et n — 1 avec n > 3. Considérons une 
matrice M de M,(R) commutant avec sa transposée et u l’endomorphisme de R” qui 
lui est canoniquement associé. 


méthode 
Un endomorphisme d’un espace réel de dimension finie non nulle admet au 
moins une droite où un plan stable. 


Soit F un sous-espace vectoriel de dimension 1 ou 2 stable par u et e une base orthonor- 
male de E adaptée à ce sous-espace vectoriel. La matrice de u dans la base orthonormale e 
est de la forme 


A B 
N= G J avec ÁE Maim F(R). 


méthode 
On montre que le bloc B est nul et que les matrices carrées A et C commutent 
avec leurs transposées respectives. 


1. On dit que M est une matrice normale. 

2. C'est-à-dire semblable par l'intermédiaire d’une matrice de passage orthogonale. 

3. La matrice Ma,g étant diagonalisable dans C, on peut affirmer que toute matrice commutant avec 
sa transposée est diagonalisable sur C. 

4. Voir sujet 33 p. 232. 


| | 
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Les matrices M et N figurent le même endomorphisme dans des bases orthonormales, 
elles sont donc orthogonalement semblables ce qui permet d’écrire 


M=PNP = PNP ave PEO,(R). 


L'identité {MM = M (M entraîne alors {NN = NN. Or 


(+) 


AA ‘AB A'A+B'B BC 
t f t Z 
e (aa TT FONDU ( C'B aa) 


On en déduit en particulier 
AA = A*A + B’B. 


En considérant la trace des deux membres, on obtient 
tr('AA) = tr(A ‘A) + tr(B ‘B) = tr('AA) + (BB). 


Après simplification, il vient ! ||B||? = tr( BB) = 0 ce qui entraîne que la matrice B est 
nulle. 
Finalement, la matrice N est de la forme 


A D 
N= € A 
De plus, (+) donne *AA = A*A et *CC = CC. 
Par l'étude des cas n = 1 et n = 2, la matrice À est semblable à une matrice de la 
forme voulue par une matrice de passage orthogonale Q’. Par l'hypothèse de récurrence, 


la matrice C est aussi semblable à une matrice de la forme souhaitée par une matrice 
orthogonale Q”. Considérons alors la matrice Q définie par blocs 


1 Q 
Q= r à) : 
Celle-ci est orthogonale et l’on vérifie par produit par blocs que RIM R est de la forme 


attendue avec R = PQ € O,(R). 
La récurrence est établie. 


1. On considère ici la norme euclidienne associée au produit scalaire (A, B} = tr(*AB). 
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8.1 Ensembles dénombrables 


xI 


8.1.1 Définition 


Définition 

| Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection avec N. 
Lorsqu'un ensemble E est dénombrable, on peut introduire une application p: N => E 
bijective. En posant x, = p(n) pour tout n € N, la suite (£n) est constituée de tous les 
éléments de F sans répétitions. On dit que la suite (x,) constitue une énumération de E. 


Les figures ci-dessous illustrent des énumérations des ensembles dénombrables Z et N? : 


A 2 -i 0 EL 2 -3 9 
ns r o + m e >- N? 
A 9 J ki ç 
4 2 0 1 3 5 5 8 IN, 
—2 -1 0 1 2 3 | 7 
+ ru e— eo + + $2 et .' AST 
s = E 40 ol 5 6, + SSSR d 


La droite réelle R n’est pas un ensemble dénombrable : l’infinité des éléments de R est 
trop grande pour que l’on puisse énumérer tous les réels. Aussi, ni g(N), ni {0, 1e (qui 
est facilement en bijection avec p(N}) ne sont des ensembles dénombrables. 


S 


\ 


AN 
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8.1.2 Ensembles au plus dénombrables 
Définition 
| Un ensemble est dit au plus dénombrable lorsqu'il est fini ou dénombrable. 
On peut énumérer les éléments d’un ensemble E au plus dénombrable, soit par une suite 


finie (te)reping avec n = Card(E), soit par une suite infinie (£n)nen- | 


Un ensemble est au plus dénombrable si, et seulement si, il est en bijection avec une 
partie de N. 


| Théorème 1 
Toute partie d’un ensemble dénombrable est au plus dénombrable. 


8.1.3 Opérations 


Théorème 2 
Un produit cartésien fini d'ensembles dénombrables est dénombrable. 


On retrouve que N? = N x N est dénombrable. 
| Théorème 3 
| Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable. 


L'ensemble Q des nombres rationnels est dénombrable car c’est une réunion dénombrable 
d’ensembles dénombrables : 


Q= (JA avc A= £ |p € z} dénombrable. 


qEN* 


8.2 Espaces probabilisables 


8.2.1 Univers 


Définition 
L'ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire est appelé univers, il est 
généralement noté Q. 


Les éléments w de Q constituent les issues (ou réalisations) de l’expérience aléatoire. 
L'univers Q peut être un ensemble fini, dénombrable ou infini non dénombrable. 
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8.2.2 Tribu 


Définition 
On appelle tribu sur un ensemble Q toute partie T de p(Q) vérifiant 
1) RET; 
2) VAET,AET; 


3) V(An)neN = TA, H An E Ta 
nEeEN 
La dernière propriété s'appelle la stabilité par réunion dénombrable. 


Une tribu contient alors nécessairement l’ensemble (j et est stable par intersection dé- 
nombrable 


N An ET pour tout (An)nen € TA 
neN 


Une tribu est aussi stable par union et intersection finie. 


T = p(Q) est un exemple de tribu sur Q, c’est la tribu discrète. 


8.2.3 Événements 


Définition 
On appelle espace probabilisable tout couple (Q, T) constitué d’un ensemble Q et 
d’une tribu 7 sur Q. 


(Q, e(N)) est un espace probabilisable. 

Définition 

Si (Q, T) est un espace probabilisable, les parties À de Q éléments de la tribu 7 sont 
appelées événements de l’espace (Q,T). 


L'événement Q est appelé événement certain alors que Ù désigne l événement impossible. 
Lors de l’étude d’une expérience aléatoire, un événement s'exprime en langage naturel et 
se comprend comme un ensemble élément de la tribu T. Les opérations sur les événements 
se traduisent par des opérations sur les ensembles. Par exemple, À désigne l événement 
contraire de l'événement A. 

Définition 

On dit que deux événements À et B sont incompatibles lorsque leur intersection est 
l'événement impossible, c’est-à-dire lorsque AN B = ģ. 


8.3 Probabilités 


(Q,T) désigne un espace probabilisable. 


| SH 


Æ 


co 
= nn 


T 
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8.3.1 Définition 


Définition 
| On appelle probabilité sur l’espace (Q,T) toute application P: T — [0;1] vérifiant 
P(Q) = 1 et, pour toute suite (Annen d'événements deux à deux incompatibles, 


+00 
XO P(A) converge et e(U An) = 5 P(An). 
n=0 


neN 


| Cette dernière propriété est ladditivité par union dénombrable. 

Cette notion étend aux univers infinis le concept de probabilité défini dans le cours de 
première année limité aux univers finis. Il west cependant plus possible de calculer la 
probabilité de m'importe quelle partie de Q : on ne peut calculer la probabilité que d’un 
événement, c’est-à-dire d’un élément de la tribu 7. 

Définition 

On appelle espace probubilisé tout triplet (Q,7,P) formé d’un ensemble Q, d’une 
tribu 7 sur Q et d’une probabilité P sur (9, T). 


8.3.2 Probabilité sur un univers au plus dénombrable 


Soit Q un univers fini ou dénombrable muni de la tribu discrète 7 = p(Q). Pour une 
issue w € Q, on note py la probabilité de l événement élémentaire {w}. La famille (pu uen 
est une famille de réels positifs, sommable et de somme égale à 1. Inversement : 


Théorème 4 

Si (Pu)ueo est une famille de réels positifs, sommable et de somme égale à 1, il existe 
une unique probabilité P sur (9, p(Q)) telle que pu = P({w}) pour tout w € Q. 
Celle-ci est déterminée par 


P(A) = SD pour tout À € p(Q}. 
wEA 


Lorsque lunivers Q n’est plus fini ou dénombrable, il est beaucoup plus difficile de définir 
une probabilité sur Q et la tribu des événements est rarement g((). 


8.3.3 Propriétés 


Soit (Q,T,P) un espace probabilisé. 
Les propriétés calculatoires déjà vues en première année restent valides : lorsque À et B 
sont deux événements 


ANB=ÿ = P(AUB)= P(A)+P(B). 


Plus généralement, on a légalité 


P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB). 
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On dispose aussi d’une propriété de croissance 
ACB == P(4)< P(B). 


Enfin, on a l'identité P(A) = 1 — P(A) qui est utile, notamment pour calculer une 
probabilité par considération de l'événement contraire. 


Ces propriétés se complètent des résultats de continuité monotone qui suivent : 


Théorème 5 (Continuité croissante) 
Si (Annen est une suite croissante d'événements (c'est-à-dire An C An+ı pour tout 
entier n € N) alors la suite (P(4:)) converge et 


Ce résultat est utile pour calculer la probabilité d’une union dénombrable comme limite 
des probabilités des unions partielles : 


e(U an) = ža (Ù a) 
nEN k=0 
En particulier, on peut généraliser l inégalité de Boole : 
+00 
e(U an) < y P(A) 
nEN n=0 


quitte à considérer le second membre égal à +oo si la série associée diverge. 


Théorème 6 (Continuité décroissante) 
Si (An)nen est une suite décroissante d'événements (c’est-à-dire Anı C Ån pour 
tout entier n € N) alors la suite (P(An)) converge et 


P ( N m) „ïm P(4n)- 


nEN 


Ce résultat permet de calculer la probabilité d’une intersection dénombrable par limite 
des probabilités des intersections partielles : 


a an) - im e(a) 


nEeN 


_ _— 


8.3.4 Événements négligeables, événements presque sûrs 
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Soit (Q, 7, P) un espace probabilisé. 
Définition 
| On dit qu'un événement À est négligeable si P(A) = 0. 
L'événement impossible est négligeable. Un événement négligeable n’est pas pour autant 
impossible. 
Un événement inclus dans un événement négligeable est a fortiori négligeable. 
Une réunion finie ou dénombrable d’événements négligeables est négligeable. 
Définition 
On dit qu’un événement A est presque sûr! si P(A) = 1. 


Ceci signifie encore que l’événement contraire À est négligeable. 

L'événement certain est presque sûr... 

Un événement contenant un événement presque sûr est presque sûr. Une intersection finie 
ou dénombrable d'événements presque sûrs est presque sûre. 


Pour montrer qu’un événement À est presque sûr, il est fréquent d'étudier À car celui 
est souvent plus facile à décrire puisque « petit ». 


8.4 Probabilités conditionnelles et indépendance 


(Q,T,P) désigne un espace probabilisé. 


8.4.1 Événements indépendants 


Définition 

On dit que deux événements À et B de l’espace probabilisé (Q,7,P) sont indépen- 
dants si P(A N B) = P(A) P(B). 

Il ne faut pas confondre l'indépendance et l'incompatibilité : deux événements incom- 
patibles sont rarement indépendants! L'indépendance permet de calculer la probabilité 
d’une intersection tandis que l’incompatibilité sert au calcul de la probabilité d’une union. 


Définition 

| Soit (A;)ser une famille d'événements de l’espace probabilisé (Q,7,P) avec 7 un 
ensemble d'indexation quelconque. On dit que les événements de la famille {A;}ier 
sont mutuellement indépendants si, pour tout m € N* et tous t1,...,m € I deux à 


deux distincts, 
P (ñ an) = [[ Pa). 
k=1 k=1 


L'indépendance mutuelle d’une famille d'événements est souvent une conséquence de 
la modélisation choisie de l'expérience étudiée. On la rencontre lors de la répétition 
d'expériences : lancers successifs d’une pièce, tirage avec remise. 


1. On parle parfois d'événement quasi certain. 
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8.4.2 Probabilités conditionnelles 


Soit À un événement de Q vérifiant P(A) > 0. 
Définition 
| Pour tout événement B de Q, on définit la probabilité conditionnelle de B sachant A 


par 
F P(A N B) 
P(B|A) #27. 
| LS) P(A) 
Si A et B sont indépendants, on remarque que P(B |A) = P(B). 
Une probabilité conditionnelle P(B | A) est aussi notée P4 (B) ce qui introduit l’applica- 
tion 
LIT - [0;1] 
^ | B PA(B) = P(B|A). 


Celle-ci est une probabilité sur (Q, T) ce qui autorise pour les probabilités conditionnelles 
les propriétés calculatoires vues précédemment pour les probabilités. 


Lorsque À est un événement tel que P(A) = 0, on ne peut pas définir la probabilité d’un 
événement B sachant À par le quotient précédent. Il est usuel de poser P(B | A) = 0 dans 
ce cas. L'application P4 ne désigne alors pas une probabilité. 


8.4.3 Formule des probabilités composées 


| Théorème 7 (Formule des probabilités composées) 
Si À et B sont deux événements de Q, 


P(AN B) = P(A)P(B|A). 


Lorsque deux événements À et B ne sont pas indépendants mais que l’un peut être 
mesuré lorsque l’autre est réalisé, la formule des probabilités composées permet le calcul 
de P(AN B). Ceci est notamment utile pour les expériences présentant une succession 
d'épreuves non indépendantes. 


Plus généralement, si A1,..., 4, sont des événements de Q, 


P(A N... N An) = P(A1) P(42| A1)... P(Anl AN... 1 An). 


8.4.4 Formule des probabilités totales 


Soit (A;)ier une famille d'événements de l’espace probabilisé (Q, T, P) avec T un ensemble 
fini ou dénombrable. 

Définition 

On dit que la famille (A;);er est un système complet? d'événements si les événe- 
ments À; sont deux à deux incompatibles et de réunion Q. 


1. La notation P(B|A) peut prêter à confusion : (B|A) ne désigne pas un événement dont nous 
calculons la probabilité par P ! 


p 


8 


S 


sant 


msn 
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Théorème 8 (Formule des probabilités totales) 

Si (Ajhier est un système complet? d'événements de l’espace probabilisé (Q,T,P) 
alors, pour tout événement B, la famille (P(B|A;) Ar) er °st sommable et 
P(B) = ÿ_P(B|A;)P(4:). 


ie 


La formule des probabilités totales permet les études exhaustives : les À; déterminent 
tous les cas possibles et les probabilités conditionnelles estiment la réalisation de B 
dans chaque cas. Cette formule est utile pour évaluer la probabilité d’un événement qui 
apparaît sur plusieurs feuilles d’une expérience visualisée par un arbre. 


8.4.5 Formule de Bayes 


| Théorème 9 (Formule de Bayes) 
Si À et B sont deux événements avec B de probabilité non nulle, 


P(B|A)P(4) 


AE 


La formule de Bayes est utile pour les raisonnements « rétroactifs » : lorsque l’on sait la 
réalisation de B, elle permet d’estimer la probabilité que À en soit la cause. 


8.5 Exercices d'apprentissage 


Exercice 1 
Soit Q un ensemble. On introduit 


= {A € | À ou À est au plus dénombrable }. 


(a) Vérifier que T est une tribu sur Q. 


(b) On suppose Q infini non dénombrable. 
Montrer que l’on définit une probabilité P sur (Q, 7T) en posant, pour tout A de F, 


P(A) 0 si À au plus dénombrable 
1 si À au plus dénombrable. 


2. On parle aussi de système quasi complet d'événements lorsque les A; sont deux à deux incompatibles 
et que leur union est un événement presque sûr. 
3. Ou plus généralement, un système quasi complet d'événements. 
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Solution 


(a) méthode 
On vérifie que 7 est une partie ! de g(Q) contenant Q, stable par passage au 
complémentaire et stable par union dénombrable. 


Par définition 7 est formée de parties de Q et donc T C g(Q). La partie Q appartient 
à T car Q = est une partie finie done au plus dénombrable. 

Si A € T, on a A ou À au plus dénombrable donc À ou À est au plus dénombrable. 
Ainsi, À € T et l’ensemble T est stable par passage au complémentaire. Il reste à vérifier 
la stabilité par union dénombrable. Étudions 


A = U An avec (Annen une suite d'éléments de 7. 
nmEN 


Cas : Tous les À, sont au plus dénombrables. La partie À est une union dénombrable 
d’ensembles au plus dénombrables, c’est une partie au plus dénombrable (Th. 3 p. 332). 

Cas : L’un des À, est infini non dénombrable. Notons no l'indice correspondant. La 
partie Ano étant élément de 7, on a nécessairement An, au plus dénombrable. Or 


A = UAc [) An C Am 
neN neN 


donc À est au plus dénombrable car inclus dans une partie qui l’est (Th. 1 p. 332). 
Dans les deux cas, on peut affirmer que l’union des An est élément de T. 


(b) méthode 
On observe que P est une application de 7 vers [0; 1] vérifiant P(Q) = 1 et la 
propriété d’additivité dénombrable. 


Commençons par souligner que l’application P est bien définie à valeurs dans [0 ; 1] car 
une partie À de N ne peut vérifier À au plus dénombrable et À au plus dénombrable 
puisque 9 = AU À est infini non dénombrable. Ainsi, l'application P est définie sans 
ambiguïté. 

On a immédiatement P(Q) = 1 car Q est infini non dénombrable. 

Soit (Annen une suite éléments de 7 deux à deux disjoints. Vérifions 


+00 +00 
n=0 n=0 


avec convergence de la série de terme général P(4,). 
Cas : Tous les À, sont au plus dénombrables. 
L'union des À, est alors au plus dénombrable et légalité (+) se relit 0 = 0. 


1. Une tribu est un ensemble d'ensembles. 


A 


Pin 02 


KE 


Chapitre 8. Probabilités 


Cas : L'un des An est infini non dénombrable. Notons no l’indice correspondant. On 
sait alors An, au plus dénombrable. Puisque les 4, sont deux à deux disjoints, on 
a An C Ans pour tout n distinct de no et donc À, est au plus dénombrable. On en 
déduit que seul An, est infini non dénombrable et légalité (x) se relit 1 = 1. 


Finalement, P est une probabilité sur (Q, 7). 


Exercice 2 
À quelles conditions sur la suite réelle (an}nen existe-t-il une probabilité P sur l'es- 
pace probabilisé (N, p(N)) vérifiant 


P({n,n +1,...}) = ap pour tout n € N. 


Solution 
Posons À, = {n,n + 1,...} pour tout n € N. 


méthode 
Une probabilité sur un univers dénombrable Q muni de la tribu p(Q) est 
entièrement déterminée par la connaissance de la famille (PwD), co Qui est 
une famille de réels positifs sommable et de somme 1 (Th. 4 p. 334). 


Analyse : Supposons l'existence de la probabilité P telle que voulue. Puisque Ao = N, 
on à ao = P(N) = 1: De plus, on détermine P({n}) pour n € N* en écrivant la réunion 
disjointe! An = {n} U 4,41. On a donc par additivité 


P(A)= P({n}) +P(A4,41) 


ce qui donne P{{n}) = an — an+1. Une probabilité étant à valeurs positives, la suite (an) 
est nécessairement décroissante. Enfin, par continuité décroissante (Th. 6 p. 335) 


n— +00 


P(4) = e(N a) = lim a, car Ayj1C An pow tout n € N. 


neN 


On en déduit que la suite (an) est de limite nulle. Vérifions que ces conditions sont 
suffisantes. 

Synthèse : Considérons (an) une suite de réels décroissante de limite nulle et véri- 
fiant ao = 1. Posons p, = an — an+1 pour tout n € N. Les pn sont des réels positifs et 
par calcul d'une somme télescopique 


n n 


5 ax — a =ü a > ao =l. 
` Pk > k k+1) 0 ni 0 


k=0 k=0 


La série $ pn est donc convergente de somme égale à 1. La famille (p,)1en est donc une 
famille de réels positifs sommable et de somme 1 : il existe une probabilité P sur l’espace 
probabilisable (N, p(N)) vérifiant P({n}) = pn pour tout n € N. 


1. On dit d’une réunion qu’elle est désjointe lorsque les ensembles réunis sont deux à deux disjoints. 
On utilise quelquefois les symboles LI ou # pour écrire cette opération. 


| © 
| en 
im 
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Il reste à vérifier que cette probabilité convient ce qui se résout par un calcul télesco- 
pique analogue au précédent. Pour tout n € N, les {k} avec k > n étant deux à deux 
incompatibles, on à par additivité dénombrable 


+co +oo +0 
P(An) =P | U w) = X P({k}) = J pe = X (ar — ar41) = an- 
kèn k=n k=n k=n 


Exercice 3 
On lance indéfiniment un dé équilibré à six faces et l’on admet + qu'il existe un espace 
probabilisé (Q,T,P) qui permet d'étudier la succession des valeurs obtenues. 


a) Déterminer la probabilité d'obtenir un ‘six’ pour la première fois lors du n-ième 
P 
lancer. 


(b) Montrer qu’il est presque sûr d'obtenir un ‘six’. 


(c) Montrer qu’il est presque sûr d'obtenir une infinité de ‘six’. 


Solution 


(a) Pour tout n € N*, on introduit les événements : 


An = « On obtient pour la première fois la valeur ‘six’ lors du n-ième lancer », 


D, = « On obtient la valeur ‘six’ lors du n-ième lancer ». 


Puisque le dé est supposé équilibré, on sait P(D,) = 1/6. 
La question posée consiste à calculer la probabilité de 4, : on exprime? À, en fonction 
des événements D, 
An=Dn...1D, N Dr 
Sans que l'hypothèse soit explicite, on suppose les lancers indépendants ce qui permet 
d'affirmer l'indépendance mutuelle des événements D:,...,D,-_: et D, et de terminer le 
calcul 


P(An) = P(D;) x. x P(D,_1) x P(D,) = ON 


(b) On étudie : 
À = « On obtient au moins un ‘six’ lors de l'expérience ». 


On peut exprimer À qui est de nature existentielle par une réunion dénombrable ce qui 
assure qu'il s’agit d’un événement : 
A= |] Da 


nEN* 


1. L'ensemble Q des suites d’entiers compris entre 1 et 6 n’est pas dénombrable, il n’est alors pas 
immédiat de définir une tribu et une probabilité permettant d'étudier l’expérience en cours : le Th. 13 
p. 377 du chapitre suivant assure l’existence de l’univers introduit. 

2. Sachant que les Dp sont des événements, l'écriture qui suit assure que À, en est aussi un par 
opérations dans la tribu 7. Lorsque n = 1, cette écriture se comprend A1 = Di. 


p 


co 


SORT TES 


X& 
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Les événements Dn n'étant pas incompatibles, on ne peut calculer directement la proba- 
bilité de cette union. On peut alors exprimer À comme la réunion disjointe des An mais | 
il est plus commode d’étudier l'événement contraire : 


A = « On n'obtient jamais de ‘six’ lors de l'expérience ». 


Cet événement de nature universelle s'exprime par une intersection 
P 


Z= A) Dr. 


neN* 


méthode 


On calcule la probabilité d’une intersection dénombrable par continuité mo- 
| notone (Th. 6 p. 335). 


Par continuité décroissante 
n 
Pa = im P(A D) 


Les événements intersectés étant indépendants, la probabilité de l’intersection est le pro- 
duit de leur probabilité 


L'événement À est négligeable et il est donc presque sûr ! d'obtenir un ‘six’ lors de la 
succession de lancers. 


(c) On étudie l'expression contraire : 
F = « On n'obtient qu’un nombre fini de ‘six’ lors de l'expérience ». 
Ceci signifie encore que les lancers réalisés ne donnent plus de ‘six’ à partir d’un certain 
rang, 


méthode 
| On exprime F par opérations ensembliste dans la tribu T. 


L'événement « On obtient plus de ‘six’ à partir du rang N » s'exprime par l’intersec- 
tion dénombrable 
N Da. 


n>N 


Comme au-dessus, on obtient par continuité décroissante que cette intersection est un 
événement négligeable. 


1. Il existe des successions de lancers qui ne produisent jamais de ‘six’? mais on vient d'établir que 
l'ensemble de celles-ci est de probabilité nulle. 
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F traduisant l’existence d’un rang à partir duquel il n’y a plus de ‘six’ s'exprime par 
une réunion dénombrable 
F= |] Q D. 
NEN* n>N 


Cette écriture justifie que F est bien un événement et qu’il est négligeable en tant que 
réunion dénombrable d'événements qui le sont. 


Exercice 4 
Une urne contient une boule blanche. Un joueur lance un dé équilibré à six faces. 
S'il obtient un ‘six’, il tire une boule dans lurne. Sinon, il rajoute une boule rouge 
dans lurne et répète la manipulation. On admet l'existence d’un espace probabi- 
lisé (Q, 7, P) permettant l'étude de cette expérience. 

(a) Quelle est la probabilité que le joueur tire la boule blanche ? 
On donne | 


1 
UE —ln(1— x) pour tout x € ]—1;1[. 


(b) On suppose que le joueur a tiré la boule blanche. Quelle est la probabilité qu’il 
n'y ait pas d’autres boules dans lurne ? 


Solution 
Soit n € N*. On introduit les événements suivants : 


An = « Le joueur obtient pour la première fois un ‘six’ lors du n-ième lancer », 
Aoo = « Le joueur n'obtient jamais de ‘six’ », 


B = « La boule tirée est blanche ». 


L'étude menée dans le sujet précédent a donné 


(a) On veut déterminer la probabilité de B ce qui nécessite de connaître la composition 
de l’urne. 


méthode 


On utilise la formule des probabilités totales (Th. 8 p. 338) en identifiant un 
système complet d'événements adapté à l’étude. 


Les événements À, (avec n € N*) et Ao constituent un système complet d'événements. 
Par la formule des probabilités totales 


+00 
P(B) = $L P(B| An) P(An) + P(B |As) P(A). 


n=1 
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On a P(B | An) = 1/n car, si le tirage de la boule a lieu après le n-ième lancer du dé, 
Purne est constituée de 1 boule blanche et de n — 1 boules rouges. Aussi, P(A) est nul 
et l’on obtient donc à l’aide de la formule rappelée dans l'énoncé 


+co n—1 +00 n 
1 1/5 1421/5 In6 ee 
rB =$) =>? (3) = — = 0,358 à 107* près. 


n=1l n=1l 


(b) La question posée consiste à calculer P(A; | B). 


méthode 


Il s’agit d'estimer la probabilité d’une cause : on utilise la formule de Bayes 
(Th. 9 p. 338). 


Par la formule de Bayes avec P(B) > 0 


P(B|A)P(A) 1x1/6 5 EE 
Ñ P(A: |B) = P(B) = (n6)/5 — 66 0,465 à 10 * près. 
3 
£ 
A 8.6 Exercices d'entraînement 


8.6.1 Études mathématiques de probabilités 


Exercice 5 * 


Soit (Annen une suite d'événements deux à deux incompatibles d’un espace proba- 
bilisé (Q, 7, P). Montrer 
lim P(4,)=0. 


n-+4+00 


Solution 


méthode 
|| Le terme général d’une série convergente tend vers 0. 


Les événements A, étant deux à deux incompatibles, on peut employer la propriété 
d’additivité dénombrable et écrire 


+00 
P | U an) = 5 P(An) avec convergence de la série 5 P(An). 
n=0 


nEN 


La série de général P(4,,) étant convergente, son terme général tend vers 0. 
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| Exercice 6 ** (Inégalités de Fatou) 
Soit (An)nen une suite d'événements de l’espace probabilisé (Q, 7, P). 


On introduit 
bc ONE 


pENn>p pENn>p 


(a) Vérifier que A, et A* sont des événements. Comment interpréter simplement 
ceux-ci ? 


(b) Montrer À, C A*. 


(c) Montrer les inégalités 


P(4,)< lim (inrrtas)) et lim (supr(a,)) S ECAD 


p>+oo \ n>p PES N OED 


(d) Déterminer un exemple où ces inégalités sont strictes. 


Solution 
Pour p € N. Introduisons 


Bp=(] 4n et Cp= |] An 
4239 


n>2p 


(a) Pour tout p € N, on peut affirmer que B, est un événement car intersection dénom- 
brable d'événements. On en déduit que À, est un événement par réunion dénombrable 
d'événements. L’argumentation est analogue pour A*. 


méthode 
Une réunion d'événements traduit une quantification existentielle, une inter- 
section traduit une quantification universelle. 


L'événement B, signifie la réalisation ! de tous les À, au delà du rang p. La réunion 
définissant À, signifie donc l'existence d’un rang au delà duquel les événements À, sont 
tous réalisés. En résumé, À, signifie que les événements Án sont tous réalisés à partir 
d’un certain rang. L'événement Cp signifie l'existence d'au moins un À, réalisé parmi 
ceux d'indices supérieurs à p. L’intersection définissant A* signifie que ceci a lieu pour 
tout p... L'événement contraire est cependant plus simple? à comprendre 


FAUX 
pEeNn>p 


signifie que les À, ne sont plus réalisés au delà d’un certain rang. L'événement A* signifie 
alors qu’il y a une infinité de À, réalisés. 


1. Dire qu’un événement est réalisé signifie que l’issue de l'expérience aléatoire en est élément. Étudier 
la réalisation d’un événement est une façon de décrire celui-ci. 

2. Ce qui précède peut néanmoins s’interpréter : il existe des rangs arbitrairement grands pour les- 
quels An est réalisé. 
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(b) Si une issue w est élément de À., il existe p € N tel que w est élément de tous 
les À, d'indices supérieurs à p. Pour tout q € N, l'issue w est alors élément de Arnax(p,q) 
et donc élément de la réunion des Am pour m > q. C’est par conséquent un élément 
de A* ce qui justifie l’inelusion t A, C A*. 


(c) Commençons par justifier l’existence des limites introduites en constatant que les 
suites associées sont monotones et bornées. Pour tout p € N, on a 


{P(An) |n >p+ 1} = {P(An) | n > p}. 
Une borne inférieure du second ensemble est donc un minorant du premier ce qui entraîne 


inf P(An) > inf P(An). 


n>p+1l n>D 


La suite des bornes inférieures est donc croissante et puisqu’elle est majorée par 1, c’est 
une suite convergente. De même, on établit la convergence de la suite des bornes supé- 
rieures qui est décroissante et minorée par 0. 


méthode 
|| Par continuité monotone (Th. 5 et Th. 6 p. 335) , la probabilité d’une union 
croissante dénombrable (ou d’une intersection décroissante dénombrable) est 
la limite des probabilités des événements considérés. 


Soit p € N. Pour tout n > p, 
P(B,) <P(An) car B,= () Am C An. 
mp 


Une borne inférieure étant le plus grand des minorants, on obtient 


P(B,) < inf P(An). 


np 


Enfin, les événements B, constituent une suite croissante car B, C Bp+ı et donc, par 
continuité monotone, 


Se e e 


La deuxième inégalité se traite par une étude analogue. On commence par observer que Cp 
contient tous les An d'indices supérieurs à p ce qui entraîne 


sup P(An) < P(Cp). 


n>p 


On conclut à l'inégalité voulue par continuité monotone sachant que la suite (Cp) est 
décroissante. 


1. Si les An sont réalisés à partir d’un certain rang, il y a une infinité de An réalisés. 
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(d) On considère lunivers Q = {0,1} muni de la tribu discrète et de la probabilité 
uniforme. Pour tout k € N, on introduit les événements 
Ak = {0} et A2k+1 = {1} 


On a P(4,) = 1/2 pour tout n € N donc 


a ( infP(An)) = (sup P(n) -! 


p+oo \nèp p>+o \n>p 


tandis que 


P(A.) =P(0)=0 et P(A*)=P(9Q)=1. 


| Exercice 7 *** (Lemme de Borel-Cantelli) 
Soit (An )nen une suite d'événements d’un espace probabilisé (Q, 7, P). On considère 


l'événement 
ORNE 
| PEN n>p 
(a) On suppose la convergence de la série $> P(4,). Montrer P(A*) = 0. 


(b) Inversement, on suppose la divergence de la série 57 P(4,) ainsi que l’indépen- 
dance mutuelle des An. Montrer P(A*) ZIA 


Solution 


(a) Pour p € N, introduisons 


La suite d'événements (Cp) est décroissante car Cp4+1 C Cp. On a donc par continuité 
monotone 


P(4*)= lim P(C). (x) 


p—+0co 


La probabilité de l'union dénombrable définissant Cp est la limite des probabilités des 


unions partielles 
N 
P(C) = „im P ( U à.) 
n=p 


Or, l'inégalité de Boole donne 


N N +00 
P | U an) < >». P(Ax) et par passage à la limite P(C,) < DD P(An)- 
=p n=p 


n=p 


Le majorant est ici le reste d’une série convergente, il est donc de limite nulle lorsque p 
tend vers l'infini. Par théorème de convergence par encadrement, on conclut P(A*) =0. 


ons nn 


Das 
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(b} méthode 
|| On étudie Pévénement contraire. 


En passant à événement contraire légalité (x), on obtient 


= A 


nZ? 


P(A*) = i dim P(C) avec 


On montre que l'événement C, est négligeable en étudiant les probabilités des inter- 
sections partielles. Par continuité monotone, on a 


PC 

G)- m0) 
n=p 

Soit N > p. On sait par indépendance mutuelle t 


(Ñz) fra ğe- 


méthode 


| On emploie l'inégalité de convexité 1 — + < e7” valable pour tout x € R. 


N N N 
PQ) < [e =- rt) 


On obtient 


Par la divergence de la série à termes positifs X` P(4,), il vient 
N 
+ P(An) ——— +00 
a N— +00 


et donc, par théorème de convergence par encadrement, P(C,) = 0. On peut alors 
conclure PA) = = 0 puis P(4*) = =: 


8.6.2 Tribus 


Exercice 8 ** 


Soit B un événement d’un espace probabilisé (Q, T, P). Montrer que l’ensemble des 
| événements indépendants de B forme une tribu sur Q. 


1. L'indépendance mutuelle des événements entraîne celle des événements contraires : voir sujet 13 
du chapitre 12 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI. 
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| Solution 


Notons À l’ensemble des événements de Q indépendants de B, c’est-à-dire l’ensemble 
des A € T vérifiant P(AN B) = P(A)P(B). 


méthode 


On vérifie que À possède Q et est stable par passage au complémentaire et par 
réunion dénombrable. 


L'événement certain Q est indépendant de B car P(Q N B) = P(B) = P(Q) P(B). 
Si À est un événement indépendant de B, on peut écrire par additivité puis indépen- 
dance 


P(B) = P((ANB)U(ANB)) 
= P(ANB)+P(ANB) 
= P(A)P(B)+P(ANB) 

On en déduit 
P(AN B) = P(B) — P(A) P(B) 
= (1 — P(A)) P(B) 
= P(4)P(B). 
Ainsi, l'événement contraire À appartient à A. 


Enfin, soit (An) une suite d'événements indépendants de B deux à deux incompatibles. 
Par distributivité de l'intersection sur l'union 


(U an) nB -r(Y na). 
nEN neN 


Les événements 4, N B sont deux à deux incompatibles et l’on a donc par additivité 


dénombrable 
[US (An N B)) = >i P(A DB) avec convergence de XO PAn NB). 
neN 
Or P(4, N B) = P(An) P(B) et donc 


(Ua)ne 


Ainsi, la réunion des À, est élément de A et l’on peut conclure que À est une tribu sur Q. 


= (Sri a) P(B) = e(U A +) P(B). 


nEN 


animes immenses 
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Exercice 9 *** 


Soit Q un univers. 


(a) Soit (A);er une famille de tribus sur 9. Montrer que À = f) A; détermine une 
tribu sur Q. il 


(b) Soit S une partie de p(Q). Montrer qu'il existe une unique tribu contenant S 
et incluse dans toutes les tribus contenant S. Celle-ci est notée a(S). 
On suppose l'univers Q muni d’une probabilité P définie sur une tribu 7. On dit que 
deux tribus À et B incluses dans 7 sont indépendantes lorsque 


P(ANB)=P(A)P(B) pour tout (A, B) € A x B. 


(c) Soit S1 et S2 deux ensembles constitués d'événements de (Q, T). On suppose que 
les événements de S sont indépendants de ceux de S2. Montrer que les tribus a(S:) 
et a(S2) sont indépendantes. 


Solution 


(a) L'univers Q appartient ! à chaque tribu A; donc aussi à À. 
Si À est un événement élément de À, celui-ci appartient à chaque tribu A; et son 
événement contraire À aussi. Ainsi, À est élément de À. 
Enfin, si (An)nen est une suite d'éléments de À, c’est une suite d'éléments de chaque 
tribu À; et la réunion des Apn est élément de chaque A; donc aussi de A. 
Finalement, A est une tribu sur Q. 


(b) méthode 
| On considère l'intersection de toutes les tribus contenant S. 


Existence : Introduisons l'intersection a(S) de toutes les tribus contenant S. Celle-ci 
est une tribu en vertu de l'étude ci-dessus, elle contient S et est incluse dans toutes les 
tribus contenant S. Ceci établit l'existence. 

Unicité : Soit À une tribu contenant S et incluse dans toutes les tribus contenant S- 
La tribu A figure parmi les tribus intersectées pour définir a(S) et donc a(S) C A. 
Aussi, a(S) est une tribu contenant $ et donc À C a(S) puis A = a(S). 


(c) Commençons par noter que les tribus &($1) et o(S2) sont incluses dans T ce qui 
autorise à parler de leur indépendance. 
Si A est un événement de (Q,7,P), on a vu dans le sujet précédent que l’ensemble 
des événements de (Q, 7, P) indépendants de A forme une tribu, notons celle-ci Z4. Par 
intersection d'une famille de tribus 


déf Í ; 
Ts, = N Ta est aussi une tribu. 
AES 


1. Rappelons qu’une tribu est un ensemble d’ensembles : on dit donc que l’ensemble ( appartient à 
une tribu et non qu'il est inclus dans une tribu. 
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Cette tribu contient par hypothèse S et donc aussi o(S2). Ainsi, les éléments de Sı 
sont indépendants de tous les éléments a($S2). On peut alors mener un raisonnement 
symétrique et affirmer 


est une tribu contenant Sı donc aussi o(S:). Ainsi, les tribus o(S1) et o(S2) sont indé- 
pendantes 1. 


8.6.3 Calcul de probabilités 


Dans chaque étude qui suit, on admet l'existence d’un espace probabilisé (Q, 7, P) per- 
mettant de modéliser l'expérience. 


Exercice 10 * 
Deux archers tirent à tour de rôle sur une cible. Le premier qui touche a gagné. 
Le joueur qui commence a la probabilité pı de toucher à chaque tir et le second la 
probabilité pə (avec pı, p2 € ]0;1]). 


(a) Quelle est la probabilité que le premier archer gagne ? 
(b) Montrer qu'il est quasi certain que le tournoi se termine. 


(c) Pour quelles valeurs de pı existe-t-il une valeur de p) pour laquelle le tournoi 
est équitable ? 


Solution 


(a) Pour n € N*, on introduit les événements : 


An = « La cible est touchée lors de la n-ième tentative », 
Va 


Il 


« La cible est touchée pour la première fois lors de la n-ième tentative ». 


L'événement Jı = « Le premier archer gagne » est la réunion des événements deux à 
deux incompatibles V24,1 pour k parcourant N. Par additivité dénombrable, on a donc 


+20 
P(J) = X. P(Vzx+1). 
k=0 


Or Vars = AN... N Ak N Aox+1 et l'expérience laisse supposer que les différentes 
tentatives des archers sont indépendantes, donc 


P (Varı) = PCA) x +: x P(A2x) x P(A2k1) = pi (1 — p1)(1 — p2))". 


1. Ce résultat est souvent utilisé sans être explicitement signifié. Si l’on considère une suite d'expé- 
riences aléatoires indépendantes, les événements qui s'expriment en fonction des résultats des premières 
expériences sont indépendants de ceux qui s'expriment en fonction des résultats des suivantes. 
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Par calcul d'une somme géométrique de raison strictement inférieure à 1, on conclut 


+20 


P(JA) = AC = pı)(l-p2)) = pı + Da — pPıp2 


(b) méthode 
|| On calcule la somme! des probabilités des victoires de chacun des archers. 


L'événement J> traduisant la victoire du deuxième archer est la réunion des événe- 
ments Vox pour k € N*. Par des calculs analogues aux précédents 


P{Vox) = P(A N... N Aox1 N A2) = po(l — p1)((1 — pı )(1 p)) 


On obtient alors 


i k—1 P2 — P1P2 
P dJ pard 1 — À 1 = 1 09 = e =P, 
(J2) 2n p1)((1 — p1)(1 — p2)) enr 


On vérifie alors P(J1) + P(J2) = 1 ce qui signifie qu’il est presque sûr que le tournoi se 
termine. 


(c) Le tournoi est équitable lorsque P(J1) = 1/2, c'est-à-dire 2p1 = pı + P2 — p1P2. 
Cette équation en l’inconnue pz possède une solution pz = p1/(1 — pı) lorsque pı < 1. 
Cette solution est élément de ]0; 1] si, et seulement si, pı < 1/2. 


Exercice 11 * 

Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On tire dans cette urne une 
boule, on note sa couleur et on la remet dans l’urne accompagnée de deux autres 
boules de la même couleur. On répète cette opération indéfiniment. 


(a) Quelle est la probabilité que les n premières boules tirées soient rouges ? 


(b) Justifier qu’il est presque sûr que la boule blanche initiale sera tirée. 


Solution 


(a) On pose Ao = Q et, pour n € N*, on introduit l'événement : 
An = « Les n premières boules tirées sont rouges ». 


On a P(A) = 1 et, pour tout n > 1, 


2n — 1 


P(An | An) = 


1. On peut aussi étudier par continuité décroissante la limite de la probabilité de l'événement : 
« le tournoi dure au moins k parties ». 
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En effet, si l'événement 4,_: est réalisé, lurne est constituée d’une boule blanche et 
de 2n — 1 boules rouges lors du n-ième tirage. Sachant An = Ao N Aı N ++- N An, la 
formule des probabilités composées (Th. 7 p. 337) donne 


P(An) = P(4o) | [ Pkl n 


z Tr 2k — 1 
NA) = JT P(4xl46 1) = IT . 
k=1 k=1 


2k 
k=1 
Enfin, en exprimant, le produit des entiers pairs et des entiers impairs à l’aide de nombres 


factoriels !, on obtient 
— (2n)! _ 1 f2n a 
Maaa 22(nl2  4\n 


(b) méthode 
On étudie l’événement contraire en déterminant la limite de P(4,) par la 
formule de Stirling. 


Les événements À, constituent une suite décroissante et l’on a par continuité monotone 


(Th. 6 p. 335) 
e(N A Js = lim P(A;). 


neN 


À l'aide de la formule de Stirling, on obtient 


1 nm 
P(4;) —— — 0 car n ~ Vri(©) : 
e 


nie VIN n+ n—+00 


L'événement « Tirer indéfiniment des boules rouges » est donc négligeable. En considé- 
rant l’événement contraire, il est presque sûr que la boule blanche initiale sera tirée. 


Exercice 12 ** 

On effectue une suite de lancers indépendants d’une pièce équilibrée et l’on désigne 
par a, la probabilité de ne pas avoir obtenu trois côtés ‘piles’ consécutifs lors des n 
premiers lancers. 


(a) Calculer az, az et ag. 
(b) Pour n > 4, exprimer an en fonction de a»_1, An-2 et 4n_3. 


(c) Déterminer la limite de la suite (an)}h31: J 


Solution 
Pour n € N*, on introduit les événements 


P, = « La pièce tombe côté ‘pile’ lors du n-ième lancer », Fa = Phe et 


An = « On n’a pas obtenu trois ‘piles’ consécutifs lors des n premiers lancers ». 


1. Voir sujet 5 du chapitre 2 de l'ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPST. 


a een mrnennnt 
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(a) Les événements 41 et À: sont certains et donc a1 = az = 1. L'événement 43 est 
l'événement contraire de! P) PzP. Par indépendance, 


3 
as = P(43) = 1 — P(Pi PPs) = 1 — G) mi 


(b) méthode 


| On forme un système complet d'événements en discutant selon les résultats 
| des premiers lancers. 


Soit n > 4. Obtenir un côté ‘face’ lors des premiers lancers « réinitialise le décompte ». 
Ceci invite à introduire le système complet constitué des événements suivants 


Fi, Pi, Pi PoF} et Pi PoP. 
La formule des probabilités totales donne alors 


P(An) = P(An | F1) P(F1) + P(An | PL F2) P(PLF2) (x) 
+ P(An | Pi P3 F3) P(P, PF) + P(An | P, P2 Ps) P(P, P2 P3). 


Si lors du premier lancer la pièce tombe côté ‘face’, ne pas obtenir trois ‘piles’ consé- 
cutifs lors des n premiers lancers revient à ne pas obtenir trois ‘piles’ consécutifs lors 
des n — 1 lancers qui suivent le premier. On a donc 


On justifie de même que P(A, | PiLF2) = P(An—2) et P(An | P1P2F3) = P(An-3) tandis 
que P(4 | Pi P2P3) = 0. L'égalité (x) donne alors 


(c) méthode 


On vérifie que la suite (an) converge avant de passer la relation de récurrence 
précédente à la limite. 


La suite (an)nz1 est décroissante car événement À, 1 est inclus dans Pévénement An. 
La suite (a: )n>1 est de surcroît minorée par 0, elle est donc convergente. En notant £ sa 
limite, la relation de récurrence précédente donne 


1 1 1 
L==L+- =£. 
2 FAT 


On en déduit ? £ = 0. 


1. Par soucis de légèreté, on élude le symbole d’intersection en écrivant Pı Pa P3 au lieu de P,N P2NP3. 
2. L'étude de cette expérience est approfondie dans le sujet 20 p. 366. 
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| Exercice 13 ** 


Deux joueurs Jı et Jo s'affrontent lors d’un tournoi constitué de parties indépen- 
dantes. Initialement, les joueurs possèdent à eux deux N jetons. À chaque tour, le 
joueur Jı a la probabilité p € ]0 ; 1{ d’emporter la partie et le joueur Jz la probabilité 
complémentaire q = 1 — p. Le joueur perdant cède alors un jeton au vainqueur. La 
succession de parties continue jusqu’à ce que l’un des deux joueurs ne possède plus 
de jetons, l’autre est alors déclaré vainqueur du tournoi. 

Soit n € [0; N]. On note an la probabilité que le joueur J gagne le tournoi lorsqu'il 
possède initialement n jetons. | 


(a) Déterminer ao et aw et établir, pour tout n € [1; N — 1}, légalité 


An = Pan+1 + Jan—1- 


| (b) Calculer an en introduisant un = a, — a,_1 pour nel; N]. 


| (c) Montrer que le tournoi s’arrête presque sûrement. 


Solution 


(a) Les conditions de l'expérience menée entraînent ag = 0 car le joueur Jı a immé- 
diatement perdu le tournoi s’il ne possède pas de jetons. On a aussi ay = 1 car cette 
fois-ci c’est le joueur Ja qui ne possède pas de jetons. 


méthode 


On établit légalité par la formule des probabilités totales en discutant selon 
le résultat de la première partie. 


Pour n € [0; N], on introduit les événements 


An = & Jı gagne le tournoi lorsque sa fortune initiale vaut n », 
! 
À, 


V = « Jı gagne la première partie ». 


« Jı gagne le tournoi lorsque sa fortune après la première partie vaut n », 


Soit n € [1; N—1]. Le couple (V, V) est un système complet d'événements et la formule 
des probabilités totales (Th. 8 p. 338) donne 


P(An) = P(An| V)PV) +P(4,1V)P(V). (+) 


Or si le joueur Jı a gagné le premier tour de jeu, sa fortune après la première partie 
vaut n +1 et donc An NV = Apy NV. Cependant, les événements Al}; et V sont 
indépendants! car il est supposé que les joueurs Jı et Jz s'affrontent en des parties 
indépendantes et donc 


P(An AOV) _ PA NV) P(4,4:1) P(V) 
PV) P(V) E 


1. L'événement 4°. s'exprime en fonction des résultats des parties du tournoi sauf la première, sans 
le dire on emploie ici le résultat du sujet 9 p. 350. 


P(An| V) = 


= P(A) 


i 
f 
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Enfin, P(4/,41) = P(An+1) car la probabilité de victoire du joueur Jı dépend du nombre 
de jetons qu'il possède et non du tour de jeu où l’on dénombre ceux-ci. Ainsil, on 
obtient P(4, | V) = P(Ax+1). On étudie de même la probabilité de À, sachant V et 
l'équation (+) devient a = Panx1 + Qan-1. 


(b) Sachant p +q = 1, on peut écrire an = Pan + qan et l'égalité précédente donne 
P(an+1 — an) = qan — An_1)- 
c'est-à-dire puns1 = qu, pour tout n € [1;N — 1]. La suite (u,)1<n<n est donc géomé- 
trique de raison q/p et l’on peut exprimer son terme général 
n—1 
Un = U1 (2) pour tout n € [1; N]. 
p 
Par calcul de somme télescopique, on en déduit 
£ 


n m q k—1 n—1 q 
ün = Q0 +) - ur) = u(1) =a D ($) 
E k=1 k=1 P 0 \P 


Pour poursuivre le calcul, on discute selon la valeur de la raison de la somme géométrique. 
Cas : p = q. On obtient an = nu: et puisque an = 1, on conclut 


n 
ün = N pour tout n € [0; N]. 


Cas : p £ q. On obtient par somme géométrique de raison différente de 1 


ta 
An = T= 


ui. 


Sachant ay = 1, on conclut ? 


5 cim Ai = D N-n pour tout n € [0; N] 
1 : (2) pN ne g\ 3 - 


P 


ün 


(c) Un calcul symétrique détermine la probabilité b, que le joueur J2 gagne le tournoi 
lorsqu'il possède initialement n jetons : 


DT Nen à "n : 
ba = pa pr sipÆ£g el bn = N sinon. 


Dans le cas p = q tout comme dans le cas p Æ q, on constate que a, + bn, = 1 ce qui 
assure que presque sûrement l’un des deux joueurs gagne le tournoi. 


1. L'égalité P(An |V) = P(An+1) est de bon sens mais il peut être intéressant de détailler... 
2. La suite (an) est une suite récurrente linéaire d'ordre 2 : on pouvait directement calculer son terme 
général via l'introduction d’une équation caractéristique. 
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Exercice 14 ** 
Trois joueurs Ji, Jz et J3 participent à un tournoi selon les règles qui suivent. À 
chaque partie, deux joueurs entrent en concurrence et chacun peut gagner l’affronte- 
ment avec la même probabilité. Le gagnant d’une partie affronte à la partie suivante 
le joueur n’ayant pas participé. Le tournoi s’arrête lorsque l’un des joueurs gagne 
deux parties consécutives. Celui-ci est alors déclaré vainqueur. 


(a) Établir que le tournoi s’arrête presque sûrement. 


(b) Les joueurs Jı et Jz s'affrontent en premier. Quelles sont les probabilités de 
gagner le tournoi de chaque joueur ? 


Solution 
Pour n € N*, introduisons les événements 


An = « Le tournoi dure au moins n affrontements », 


By = « Le tournoi s'arrête lors du n-ième affrontement ». 


L'événement À, est la réunion des événements incompatibles 4,41 et Bn- 


(a) La suite des événements À, est décroissante et l'événement « Le tournoi ne s'arrête 


pas » se comprend comme ff} An. Par continuité décroissante 
neEN* 


P li ; 

AENT 
nEN* 

Or, pour n > 2, le tournoi s’arrête à la n-ième confrontation si An est réalisé et que le 


joueur gagnant à la n-ième confrontation est celui ayant gagné la précédente. Les deux 
joueurs s’affrontant ayant la même probabilité de gagner la partie, on a 


P(B) = ÿP(An) ot Planti) = 3 P(n). 


Sachant P(A2) = 1 (il faut au moins deux affrontements pour déclarer un vainqueur), on 
obtient i 
P(Ax) = Jn pour tout n > 2. 


On en déduit que le jeu s’arrête presque sûrement : 


+ à 


nEN* 


(b) méthode 
|| Le vainqueur du tournoi se déduit du rang auquel celui-ci s’arrête. 
Pour i = 1,2,3, notons V; l'événement « le joueur J; gagne le tournoi ». Introduisons 
aussi P, l'événement « Jı remporte la première confrontation » et P) = P, traduisant la 
victoire de Jz au premier affrontement. 


556 A 


Lorsque l’on sait que P; est réalisé, l'alternance des vainqueurs lors des confrontations 
jusqu’à l’arrêt du tournoi entraîne que : 
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— le joueur Jı gagne le tournoi lorsque la partie s'arrête à un rang n = 2 [3]; 

—le joueur Jz gagne le tournoi lorsque la partie s’arrête à un rang n = 1 [3]; 

—le joueur J3 gagne le tournoi lorsque la partie s'arrête à un rang n = 0 [3]. 
Si P, est réalisé, on a un résultat analogue où les rangs associés à Jı et Ja sont échangés : 
on observe que la probabilité de victoire du joueur 3 ne dépend pas du vainqueur de a 
première partie et 


+o 
P(Vs) = X P(Bsx) 
k=l 


avec 

P(Ba) = P(An+1) = Sax Pow tout n > 2. 

On a donc 
+00 +00 

1 1 1 1 2 
P(V3) = +. DE — 5 = . _— 
k 3k—1 . 
© 275 2H 4 1 I 7 


De plus, la symétrie de l'étude donne P(V1) = P(V2) et, puisque la somme des probabilités 
des événements V; est égale à 1, on conclut 


avr 


P(V1) = P(V2) = 


8.6.4 Ensembles dénombrables 


Exercice 15 * 


(a) Montrer que l’ensemble des parties finies de N est dénombrable. 


(b) Montrer que l’ensemble des parties de N n’est pas dénombrable. On pourra 
raisonner par l'absurde et introduire {n € N | n ¢ p(n)} lorsque y désigne une 
| bijection de N vers p(N). 


Solution 


(a) méthode 


On exprime l’ensemble des parties finies de N comme une réunion dénombrable 
d'ensembles au plus dénombrables (Th. 3 p. 332). 


Toute partie finie de N est majorée et est donc une partie de JO; N] pour N € N assez 
grand. L'ensemble E des parties finies de N peut donc s'écrire comme la réunion suivante 


E= J Ey avec Ex = p([0; N]). 
NEN 
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Les ensembles En sont finis et la réunion porte sur une indexation dénombrable, on peut 
donc affirmer que E est dénombrable! car c’est un ensemble infini égal à une réunion 
dénombrable de parties au plus dénombrables. 


(b) Par l'absurde, supposons qu’il existe une bijection y de N vers g(N). Introduisons 
l’ensemble A = {n € N | n ¢ y(n) }. Celui-ci est une partie de N ct il existe donc no € N 
tel que À = w{no). On s'interroge alors sur l'appartenance de no à À. 

Cas : no € A. L’appartenance de no à À signifie no € p(no) et donc que no n'appartient 
pas à À puisque À = p(no). 

Cas : no ¢ A. Puisque A = g(no), on a donc no # g(no) ce qui entraîne que no 
appartient à À. 

Dans les deux cas, on conclut à une absurdité?. 


Exercice 16 ** 
Soit (un)nen- une suite d'éléments de [0; 1]. Pour tout n € N°, on pose 


1 1 
g= [in -it = js sn). 


(a) Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, le segment [0; 1} n’est pas inclus 
dans la réunion J U... U dn- 
On peut alors construire une suite (£n)nen» d'éléments de [0; 1] choisis tels que £n 
n’appartienne pas à J U... U p- 

(b) Établir que l'intervalle [0; 1} mest pas dénombrable*. 


Solution 


(a) La somme des longueurs des intervalles réunis vaut 


n +00 
1 1 1 Si 
L= | 
F Lg 2 1-1/2 
k=1 k=1 


La réunion des intervalles I U...U I, ne peut donc recouvrir * le segment [0; 1]. 


(b) Par Pabsurde, supposons l'intervalle [0; 1] dénombrable et introduisons (Un jnen" 
une énumération de ses éléments. On introduit alors la suite (£n)nen* proposée par 


l'énoncé. 


1. On peut aussi proposer un dénombrement explicite : si A désigne une partie finie de N, on pose n(A) 
égal à la somme des 2% pour k parcourant A. L'existence et l'unicité de l'écriture d’un entier en somme 
de puissances de 2 assure la bijectivité de cette association. 

2. On retrouvera cette démonstration en situation générale dans le sujet 35 du chapitre 1 de l'ouvrage 
Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI. 

3. À fortiori la droite réelle n’est pas non plus dénombrable. On peut montrer que R est en bijection 
avec p(N) mais cela n’a rien d'évident. 

4. On peut traduire cet argument géométrique par un calcul intégral : l'intégrale de la somme § des 
fonctions indicatrices des intervalles Z1,..., In est strictement inférieure à 1 et il existe donc dans [0; 1} 


un réel t tel que S(4) < 1, c’est-à-dire tel que S(t) = 0. 


€ 
X 
2 
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méthode 


| On étudie une valeur d’adhérence de la suite (x,). 


La suite (æn) est bornée et possède donc une valeur d’adhérence £ qui appartient à [0 ; 1]. 
La suite (un) énumérant tous les éléments de [0 ; 1}, il existe no > 1 tel que £ = un. Or 
par la suite extraite de (x,) convergeant vers £, on peut affirmer l'existence d’une infinité 
de termes de (£n) qui appartiennent à l'intervalle Tp, centré en £. C’est absurde car, à 
partir du rang no, aucun terme de la suite (£n) n’est élément de cet intervalle! 
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Exercice 17 ** 


Soit f: R — R croissante. Montrer que l’ensemble des points de discontinuité de f 
est au plus dénombrable. 


Solution 


Puisque la fonction f est croissante, elle admet une limite à droite et une limite à 
gauche en tout point x de R. De plus, en notant f(x*) et f(x”) ces limites, on sait 


JOSSIE) fe"). 


Par conséquent, la fonction f est continue en x si, et seulement si, f (£7) = f (xt). Les 
points de discontinuité de f constituent donc l’ensemble 


D={xeRl|f(zs) < f{xt)}. 


méthode 


On montre que l’ensemble des points de discontinuité est la réunion des x pour 
lesquels f(x*) — f(x) > À avec n € N°. 


Soit n € N* et k € Z. Considérons l’ensemble 


1 
Enr = {x efk;k+1 | flat) — (z7) 2 =} 
Cet ensemble est fini car, en chaque point de celui-ci, la fonction f progresse d'au 
moins 1/n mais ne peut varier en tout que de f (k7) à f(k + 1). Puisque D est la 
réunion des ensembles £, , pour tous n € N* et k € Z, on peut affirmer que D est une 
réunion dénombrable d’ensembles finis, c’est donc un ensemble au plus dénombrable+. 


1. On peut aussi proposer une alternative « moins géométrique » : pour chaque x appartenant à D, 
on peut déterminer un nombre rationnel r strictement compris entre f (z7) et f (z*): Ceci définit une 
injection de D dans Q ce qui assure que l’ensemble D est au plus dénombrable. 
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Exercice 18 ** 
Soit s un réel strictement supérieur à 1. 


(a) Pour quelle valeur de À € R, existe-t-il une probabilité P sur l’espace 
(N°, p(N*)) telle que 


GIE 2 pour tout n € N°? 


Pour p € N*, on introduit l'événement 4, = {n e N* | p divise ny} et l’on note P 
l’ensemble des nombres premiers. 


(b) Montrer que la famille des événements À, pour p parcourant P est constituée 
d'événements mutuellement indépendants. 


(c) En étudiant P({1}), établir 


D E-IG-E) 
D Tele 
= pEP m 


Solution 
(a) Analyse : Si P est une probabilité solution, on sait par additivité dénombrable 


ta x 


P(N*) -e( U w) = D r(t) =. sb 


nEN* n=1 


Ceci suffit à déterminer la valeur de À : 


Synthèse : Pour la valeur de À obtenue ci-dessus, on peut affirmer que la famille des pn, 
avec pn = À/n° pour tout n € N*, est une famille de réels positifs, sommable et de 
somme égale 1. Il existe donc une unique probabilité P sur l'univers dénombrable N* 
vérifiant P({n}) = pn pour tout n > 1. Au surplus, on sait que pour toute partie À 


incluse dans N* 
P(4)= 5 Pn 
nEA 
(b) Soit m € N* et p1,..., Pm des nombres premiers deux à deux distincts. 


méthode 
On vérifie P(4,, N- N Apm) = P(Ap,) X --: x P(A,,) en commençant par 
décrire simplement l'événement Áp, N...10 4, 


Par définition d’une intersection 


Am Ne. N Apm = {n EN | Yk € lim, pr |n} 
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Les px étant des nombres premiers deux à deux distincts, on a la propriété arithmétique 
(Yk € [l; m], pin) = p1..pmin 


et donc 
Ap N.N Apm = Apr. Pm * 


Il reste à calculer les probabilités des événements Ap. Pour tout p € N*, les éléments 
de À, sont les kp avec k parcourant N* et donc 


Er n = (pk}s p? a ks p5 
L'égalité (pı -. .Pm)° = p3 ... p$, donne alors immédiatement 
1 
P(Ap, N... N Apn) = P(Ap pm) = 7 z = P(Ap,) x- x P(4,,,). 
(P1-..Pm) 


On peut conclure que les événements À, pour p parcourant P sont mutuellement indé- 
pendants. 


G 
G 
£ 
È 
p 


y (c) On a 


€} = 14 


pEP 


car tout entier naturel supérieur à 2 est divisible par un nombre premier. Enumérons les 
nombres premiers : pı = 2, p2 = 3, p3 = 5, etc. On peut écrire par continuité décroissante 
et indépendance ! 


N N N 
— = 1 
P = li = Ji = di = 2 
(0) nr 7.) vi. UPA) us Pa (i ) 


Or P({1}) = À et donc 


Après passage à l'inverse, ceci fournit la relation demandée sous réserve de comprendre? : 


N 
Re 1 
HG-5)* Jim (1-4). 
p N—+00 kai Pr 


pEP 


1. L'indépendance des événements Áp; ,.-., Apm entraîne celle des événements Åp,- .-, Apm voir 
sujet 13 du chapitre 12 de l'ouvrage Exercices d'’algèbre et de probabilités MPSI. 

2. Par analogie avec les familles sommables, on peut établir par passage au logarithme que le résultat 
de ce produit de facteurs strictement positifs ne dépend pas de énumération choisie. 
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Exercice 19 *** (Retour à l'origine) 

Un individu se déplace sur l’axe des Z. Il est initialement en 0 et à chaque instant 
n € N, il a la probabilité d € ]0;1[ de se déplacer sur la droite et g = 1 — d de se 
déplacer sur la gauche. Pour n € N, on pose pn la probabilité que l’individu soit en 0 
à l'instant n. Pour n > 0, on pose gn la probabilité qu’il soit une première fois de 
retour en 0 à l'instant n. Enfin, on introduit les fonctions 


+00 +0 
Pitio Y prat” et Qt Y qnt”. 
Te) nal 


(a) Montrer que la fonction P est définie sur [0; 1| et calculer P(t) pour t € [0; 1f. 


On donne : 
+00 


il 1 
A 2 


QE pour tout x € ]—1; 1f. 


(b) Montrer que la fonction Q est définie et continue sur [0; 1]. 
c) Vérifier que P(t) = 1 + P(t)Q(t) pour tout t € [0; 1f. 


( 
(d) Calculer la probabilité de l'événement « L'individu repasse par 0 ». 
( 


e) Calculer la probabilité de « L’individu repasse au moins deux fois par 0 ». 


(£) On suppose d = g. Établir que l'individu repasse presque sûrement une infinité 
de fois par 0. 


Solution 
Pour n € N*, introduisons les événements : 


An = 4 L'individu revient en 0 à l’instant n », 


Bn = « L'individu revient une première fois en 0 à l'instant n » 


Par définition, px = P(An), qn = P(B;) et po = 1. 


(a) Soit t € [0;1[. Étudions la convergence de la série de terme général pnt”. Pour 
tout n € N, on a pn € [0; 1] puisqu'il s’agit d'une probabilité et donc 0 < pnt” < t”. On 
sait que la série géométrique 5 t” converge et l’on en déduit la convergence de la série de 
terme général pnt” par comparaison de séries à termes positifs. Ceci assure la définition 
de la fonction P sur! [0; 1f. 


méthode 
| On calcule pn en dénombrant les successions de déplacements qui ramènent 
|| en 0. 


Soit n € N. Un retour en 0 à l'instant n correspond à une succession de déplacements 
comportant autant de déplacements sur la droite que de déplacements sur la gauche. 


1. Plus rapidement, on peut aussi dire que la fonction P est la somme d’une série entière et celle-ci 
est de rayon de convergence au moins égal à 1 car la suite de ses coefficients est bornée. 


; 
y 
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Cas : n est impair. Il est impossible qu’un retour en 0 ait lieu à l'instant n : P2k+1 = 0 
pour tout k € N. 


Cas : n est pair. On écrit n = 2k. Un retour en 0 à l'instant n est constitué de k dépla- 


cements sur la gauche et d'autant de déplacements sur la droite. Il y a ei combinaisons 


possibles distinctes de ces déplacements et chacun a la même probabilité d“gF. On en 
déduit 
2k\ & 4 
Pn = P2k = | dg? pour tout k € N. 


On peut alors calculer P(t) pour tout t € [0;1[ par la formule proposée dans l'énoncé 
après simplification des termes d'indices impairs 


P( = Y` paf" = ( atgti un Ne 
Em ES V1 — 4dgt? 
car 4dgt? = 4d(1 — d)t? € [0 ;1[ puisque l'inégalité d(1 — d) < 1/4 est bien connue. 


(b) Pour tout n > 1, introduisons les fonctions Un: T > n£” définies et continues sur 
le segment [0 ; 1]. La fonction Q apparaît comme la somme de la série de fonctions Sun 
On a 


sup [un(t)| = sup Qu?" = qu. 
æ€{0:1} x€[0;1] 


Or la famille (B;)1>1 est une suite d'événements deux à deux incompatibles et la série 
de terme général qn = P(B;) est donc convergente de somme au plus égale à 1. On en 
déduit que la série de fonctions J` un converge normalement sur [0 ; 1]. La fonction Q est 
donc définie et continue sur [0 ; 1]. 


(c) méthode 
| On exprime An en discutant selon le rang du premier retour 0. 


Les événements B:,...,B, sont deux à deux incompatibles et À, est inclus dans l'union 
de ceux-ci. On peut donc décomposer An en la réunion qui suit 


Ån = Y (An N Br) avec An N Bp deux à deux incompatibles. 
k=1 
Par additivité 
Pn = P(An) = X P(An N By). 
k=1 
Cependant, par la formule des probabilités composées, 


La probabilité d’un retour en 0 à l'instant n sachant que l’on est en 0 à l'instant k s’iden- 
tifie à la probabilité d’un retour en 0 à l'instant n — k car on peut faire se correspondre 
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r 2 ik ; qe PORTS : 1 
les successions de déplacements associées aux chemins considérés. Ainsi, on obtient 


Pn = +. Pn-kk 
k=1 


Enfin, pour £ € [0;1[, on obtient par produit de Cauchy de deux séries à termes positifs 
convergentes 


co +00 +00 +00 n 
PG)Q() = (Ee) (£ nt) = >| >. pat) =y, (Era) 
j=0 k= 


n=1 \j+k=n n=1 \k=1 
k>1 
+o +2 
= J pat” = X pnt” — po = P(t) — 1. 
n=1l n=0 
(d) L'événement R = « L’individu repasse par 0 » est la réunion dénombrable des 


événements deux à deux incompatibles B, pour n € N*. On a donc 
+oo 
= =Q(1)= li t)= lim —— 
P(R) 24 ai= Be qe de 


Pour t € [0;1[, on sait exprimer P(t) et l’on obtient 


P(t) -1 — n 
=1 /1 — ddgt? 1 /1 — 4dg = P(R). 
P(t) \ E t=>1- i . (R) 


(e) Introduisons l'événement § = « L'individu repasse au moins deux fois par 0 » et, 
pour tout n € N*, Ca = « L’individu repasse une deuxième fois par 0 en Pinstant n ». 
On écrit 


n—i 


Cn = |] (Cn N Bk) = |J (Ch O Bk) car CnN Ba = 0. 
k=1 k=1 


En observant que P(C, | Bk) = P(B:-x), un étude analogue à celle de la question (c) 


donne 
n—1i 


n—1 
P(Cn) = $. P(Ch|Bx) P(B4) = Ÿ  qn-k0n. 
k=1 k=1 


On en déduit 


+0 
SO P(C, i” = Q(t)? pour tout t € [0; 1]. 
n=0 


1. On a ici reproduit la preuve de la formule des probabilités totales : la famille des By; ne constitue 
pas un système complet d'événements mais À, est inclus dans sa réunion. 


OOO CA 


i 
G 
£ 
h 

t 


O TAE 
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Enfin, l'événement S est la réunion dénombrable des événements C, deux à deux incom- 
patibles et donc 
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+00 
P(S) = X- P(C,) = Q0}? = (1- V1 — 4dg). 
n=0 


(£) On peut généraliser l'étude ci-dessus et affirmer que, pour tout k € N*, la proba- 
bilité de l'événement T, signifiant que l'individu repasse au moins k fois par 0 vaut 


P(Tx) = (1- 1 —4dg)". 


En particulier, lorsque d = g, c’est-à-dire quand d = 1 /2, cette probabilité est égale à 1. 
Par continuité décroissante 


e( N n) = Jim P()=1. 
kEeN* 


Il est donc presque sûr que l’individu repasse une infinité! de fois par 0 lorsque d = g. 


Exercice 20 *** (Succès consécutifs) 


On effectue une succession de lancers indépendants d’une pièce ayant la probabilité p 
de tomber côté ‘pile’ et 1 — p de tomber côté ‘face’. Pour n € N*, on introduit les 
événements P, = « La pièce tombe côté ‘pile’ au n-ième tirage » et Fp = Ph. 

Soit r € N*. On s'intéresse à l’obtention d'une série de r côtés ‘piles’ consécutifs. 


z 


Pour n € N*, on introduit l'événement 4, = « Au n-ième tirage, on obtient pour la 
première fois une série de r côtés ‘piles’ consécutifs » dont on note an la probabilité. 
On convient que ap est nul. 


(a) Calculer a1,...,ar_1 et ar. 


(b) Soit n € N*. Exprimer l'événement An+r à Paide des événements 41,..., An- 
et d'événements Fk et Pk d'indices bien choisis. En déduire 


n—1 
ün+r = (1—p}p" ( +3 a). 
k=0 


On introduit la série entière }` anz” dont on note G la somme. 


(c) Montrer que la fonction G est bien définie sur |—1 ; 1[ et vérifier 


G z Fos n f 
î 2 = SDa) pour tout x € |—1; 1f. 


n=0 \k=0 


(d) Exprimer G(x). 


1. Lorsque d Æ g, le même calcul assure qu’il est presque sûr que l’individu ne passe qu’un nombre 
fini de fois par 0. 
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Solution 
(a) Les premières valeurs a1,...,a,_1 sont nulles car il n’y a pas encore de successions 


de r lancers. Puisque A, = P, N... N Pp, on a par indépendance ap = p”. 


(b) méthode 
On exprime par les opérations ensemblistes usuelles l'événement An+r comme 
la réalisation d’une série de r cotés ‘piles’ consécutifs au rang n+r non précédée 
de la réalisation d’une série à un rang inférieur. 


Pour que l'événement 4,:, soit réalisé, il faut que l’on ait des lancers côtés ‘piles’ aux 
rangs n +1,...,n+7r mais pas au rang n. On a ainsi une première inclusion 


Are nat ne 


Pour que l’événement An+r soit réalisé, il faut aussi que les événements A:,..., An1,-1 
ne le soient pas ce qui produit une seconde inclusion 


Antr € AN... N Apr 
On en déduit 
Angr C (Fa O Pagi Noe N Prr) Aie Aner): 


L’inclusion réciproque est immédiate et l’on a donc l'égalité. 

Or, pour tout k € [0;r — 1], on remarque F, C À,,4 car Pévénement An+p ne peut 
être réalisé lorsque l’on a obtenu un lancer côté ‘face’ au rang n. On peut donc simplifier 
le calcul qui précède pour écrire seulement, 


Antr gä (En N Par eA Parr) N (A1 N... O An-1) 


Les différents lancers étant supposés indépendants, on a l'indépendance des événements 
Fa, Pasi,- Par et B = AN... N An- notamment car ce dernier ne se définit qu’à 
partir des résultats des n — 1 premiers lancers. On a donc 


dnie = P(Fn) P (Prga ee P(Pagr) P(B). (+) 
Or, par passage à l'événement contraire et parce que les A:1,...,A,_1 sont deux à deux 
incompatibles, on obtient 


n-1 
P(B) =1-P(4 U... U An) =1-— Ÿ ax. 
k=1 


Sachant de plus ao = 0, la relation (x) devient 


n-i 
antr = (1 — p)p” Ê z >» a) 
k=0 
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(c) Les ax constituent une suite de réels compris entre 0 et 1. La série catière qé- 
finissant G(x) est donc de rayon de convergence au moins égale à 1 et converge par 


conséquent en tout! point de ]-1;1[. Par produit de deux séries entières ? on vérifie 
l'identité proposée. 


(d) Pour tout n € N, on a obtenu 


CHAPITRE 9 


Nn 
ün+r+1 = (1 — pìp” | 1 — Yar 
k=0 


méthode 


| On multiple cette identité par z”+"+1 et l'on somme pour n €N. 


Soit x € ]-1;1[. On peut écrire avec convergence des séries introduites 


Variables aléatoires 


+0 


+% n 
+ anrr" tie (—p}pta"ti D I= 5 ax |z” (**) E — -Á = 
n=0 n=0 k=0 


-i 


j : ar 
D’une part, le premier membre s’écrit 


D Le 


+co +oo r n RA 
NQ, T,P) désigne un espace probabilisé. 

Y onpa n = y Ant” = ` anz” — G(x) — at" == G{x) — p'a. ( ) g P 

n=0 n=0 n=0 


A EEE E 9.1 Variables aléatoires discrètes 


QG = pret 5 i 5 sai EE 9.1.1 Définition 
n=0 k=0 Hi A dx Définition 
On appelle variable aléatoire discrète définie sur l’espace probabilisé (Q,7,P) et à 
L'égalité (xx) donne alors après résolution ê valeurs dans un ensemble! E toute application X: Q — E vérifiant : 
rn 1) l’ensemble X(N) des valeurs prises par X est fini ou dénombrable ; 
G{x) = — p'æ&"(1 — pz) 2) pour tout? x € E, l’ensemble 


l-z+(i-phpartt 
déf 
(X =z) = X ({z}) 
des antécédents de la valeur x est élément de la tribu 7. 


L'ensemble E peut se limiter à l’ensemble X(Q) des valeurs prises par X ou seulement le 
contenir. Sans perte de généralité, on peut supposer si besoin que E est fini ou dénom- 


1. Les événements 4, étant deux à deux incompatibles éri éné 
. 1 Les é compatibles, la série de terme général a je et 
série définissant G(x) converge aussi pour x = 1 et x = cl 5 E i 
2. Voir sujet 14 du chapitre 9 de l'ouvrage Exercices d'analyse MP. Une fonction constante définie sur ( est une variable aléatoire discrète. 


3. L'étude de la limite de G(x) quand z tend vers 17 ’établi i í éatoi iscrè 
i ni An sh permet d'établir qu’il est presque sûr qu’au i ion indicatrice 14 est une variable aléatoire discrète. 
moins une série de r côtés ‘piles’ sera réalisée. La fonction G est en fait la. fonction génératrice (notion SLAE T, la tonet E : 
za aa TOSPntoE au chapitre S vant) de la variable aléatoire qui détermine le premier rang en lequel 1. Lorsque l’ensemble d’arrivée E est inclus dans R, on dit que X est une variable aléatoire réelle. 
pp une succession de r côtés ‘piles’ consécutifs. L’obtention de cette fonction génératrice permet 2. On peut limiter l’étude aux x éléments de X(Q) car pour tout x € X(Q), l’ensemble X -1 ({2}) 


ina ÿ se À ma ne a 
alcul rapide de espérance et de la variance de la variable aléatoire associée. est vide donc élément de T. 


a a nn 
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Théorème 1 | 
| Soit X: Q — E une variable aléatoire discrète. Pour toute partie A de E, l’ensemble 


XA) = {wE 9 |X(w) E€ A} | 


désigne un événement de (Q,T,P). 


Définition 
Pour toute partie A de Æ, l'événement X+ (A) est noté (X € A) ou {X € A}. Ainsi, 


(X E€ A)={wen]X(w)E A}. 


En particulier, si x est une valeur de E et si À désigne {x}, l'événement (X € A) 
correspond! à (X = x). 


9.1.2 Opérations sur les variables aléatoires 


Soit X une variable aléatoire sur l’espace probabilisé (Q, 7,P) à valeurs dans un en- 
semble E et f une application définie sur E et à valeurs dans un ensemble F. 
Définition 
On appelle variable aléatoire composée de X par f, l'application Y = f(X): Q9 > F 
déterminée par 
Y(w) = f(X(w)} pou tout w € Q. 


Théorème 2 
L'application Y = f(X) définit une variable aléatoire discrète sur (Q, T, P). | 


Si la fonction f présente une notation usuelle, celle-ci est reprise pour la description de 
la variable aléatoire Y = f(X). C’est ainsi que l’on peut écrire Y = X?, VX, |X],.. 


Plus généralement, si X1,.. - , Xm sont des variables aléatoires discrètes sur (Q, 7, P), on 
peut donner un sens à la variable aléatoire composée Y = f(X1,..., Xm) sous réserve 
que f soit définie sur l’ensemble des valeurs prises par w > (X1(w),..., Xm(w)}. 


En considérant la fonction somme f: (x,y) ++ x + y définie sur R?, on peut parler de la 
somme X + Y de deux variables aléatoires réelles. On peut aussi parler du produit de 
deux variables réelles et l’on a le résultat : 


Théorème 3 
L'ensemble des variables aléatoires réelles définies sur l’espace probabilisé (Q, 7, P) 
| est une sous-algèbre de l’algèbre F(Q, R). 


1. Si X est une variable aléatoire réelle et x € R, on peut aussi introduire des événements (Xaa) 
etc. 
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9.1.3 Loi d'une variable aléatoire discrète 


Soit X une variable aléatoire sur l’espace probabilisé (0,7, P) et E un ensemble ! conte- 
nant l’ensemble X(Q) des valeurs prises par X. 
Pour toute partie À de E, on peut calculer la probabilité P(X € À) car (X € A) est un 
événement. 
Définition 
On appelle loi sur E de la variable aléatoire X l’application 
Px: p(E) > [0;1] 


définie par Px(4) qf P(X € A) pour toute partie A de E. 


Théorème 4 
La loi Px définit une probabilité sur l’espace (E, p(E)). 


Définition 
On appelle probabilités élémentaires de la variable X les nombres 


Pz = Px({£}) =P(X =g) avec meE. 


| | Théorème 5 

| Lorsque E est fini ou dénombrable, la loi Px est entièrement déterminée par les 

| probabilités élémentaires de X : | 
| 

| 


Px(4) =P(X € À) = Da Px pour toute partie À de E. 
zEA 


Ces probabilités élémentaires constituent alors une famille de réels positifs (pz)+er som- 
mable et de somme égale à 1. On peut figurer la loi d’une variable aléatoire à l’aide d’un 
diagramme en bâton dont les hauteurs correspondent aux probabilités py. 


La loi de X suffit à déterminer la loi de toute variable composée Y = f(X). 


9.1.4 Lois usuelles 


De finition 
| Soit X et Y deux variables aléatoires discrètes sur Q à valeurs dans un ensemble E. 
On dit que les variables X et Y suivent la même loi lorsque Px = Py. On note 
alors X ~ Y. S'il est usuel de désigner par £ une loi donnée, on écrit X —> £ pour 
signifier que la variable X suit la loi £. 


1. E peut être exactement l’ensemble X(N) mais ce peut aussi être un ensemble plus grand. Si besoin, 
on peut supposer E au plus dénombrable. 


me emma 


à 
£ 
$ 
J 
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Définition 
| Soit p € [0; 1]. On note B(p) la loi de Bernoulli de paramètre p. Une variable X suit 
cette loi si X(Q) c {0,1} et 


| P(X=0)=1-p et P(X=1)=9p. 
Les lois des Bernoulli servent à modéliser les épreuves à deux issues : succès ou échec. 
Définition 
Soit n € N et p € [0;1]. On note B(n,p) la loi binomiale de paramètres n et p. Une 
variable X suit la loi B(n, p) si X(Q) € [0; n] et 


n 
P(X = k) = (o — p)” pour tout k € [0;n]. 
Les lois binomiales servent à modéliser le nombre de succès lors de la répétition d'épreuves 
de Bernoulli indépendantes. En particulier, il a été vu en premier année que la somme 
de n variables de Bernoulli indépendantes de même paramètre p suit une loi binomiale 
de paramètres n et p. 


Loi binomiale n = 8 et p = 0,5 Loi binomiale n = 8 et p = 0,7 


0.3 j 0.3 
0.2 iig 0.2 | — | 
| | | 
j Í | | | i | | 
| mANSSNn | | _-mtRRRmR 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
Définition 


Soit À un réel strictement positif. On note P(A) la loi de Poisson de paramètre À. 
Une variable X suit cette loi si X(Q) = N et 


DU 
P(X = k) = Sr pour tout k € N. 
Les lois de Poisson servent à modéliser le nombre de succès lors d’une grande répétition 
d'épreuves ayant une faible probabilité de réussite, on parle d'événements rares. Cette 


interprétation s'explique par le résultat suivant : 


| Théorème 6 
Soit (Xh)nen une suite de variables aléatoires. Si X, + B(n, pn) pour tout n € N 
et si! npn re À alors, pour tout k € N, 

nm DO 
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Loi de Poisson À — 2 


0.3 mere: — 0.3 {AAA e= 
0.2 j- a 0.2 "a -4 
0.1 | | t 0.1 [ | H- | I P 
| — m~m 
0 E ln LE - 0 mm | |l _ | | | |m 


Définition 
Soit p € ]0;1[. On note G(p) la loi géométrique de paramètre p. Une variable X suit 
cette loi si? X(Q) = N* et 
P(X =k) =(1-p)"!p pour tout k € N*. 


Une loi géométrique permet de modéliser le temps d'attente du premier succès dans la 
répétition ď’épreuves de Bernoulli indépendantes et de même paramètre p. 


Théorème 7 (Processus sans mémoire) 
Si X — G(p), la variable X est sans mémoire dans le sens où 


P(X >n+k|X >n) =P(X >k) pour tout (n, k) € N°. 


Inversement, une variable aléatoire à valeurs dans N* vérifiant la propriété précédente 
suit une loi géométrique. 


Loi géométrique p = 0,2 Loi géométrique p = 0,7 


L ii | S 


0.7 = —- + 0.7 + 
0.6 | | 06 - i 
0.5] - - -| o5fþ| + 4 
0.4 ) 0.4 ++ 
0.3 0.3 
0.2 sa | 0.2 à 
0.1 LE A rt | 0.1 || 
o LM BE © © = o SE S 
r i i i T 
1 2 3 4 5 6 7 8 1 'A2PNEL NS A6 T 8 


1. La quantité npn correspond au nombre moyen de succès pour la variable Xn. L'hypothèse npn 
proche de À pour n grand, signifie que l'expérience est répétée un grand nombre de fois avec une faible 
probabilité de réussite mais produit en moyenne un total de À succès. 

2. On peut autoriser X à prendre la valeur +00, l'événement correspondant étant alors nécessairement 


négligeable. 
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9,2 Vecteurs aléatoires 


9.2.1 Loi conjointe 

Soit X et Y deux variables aléatoires discrètes sur un espace probabilisé (Q, T, P). On 
note E et F des ensembles finis ou dénombrables contenant les valeurs prises par X et Y. 
Définition 

On appelle couple défini par les variables aléatoires X et Y la fonction Z = (X,Y) 
| de Q vers E x F déterminée par 


Z(w) = (X (w), Y (w)) pour tout w € Q. 

L'application Z est une variable aléatoire discrète sur (Q, T, P). 

Définition 

ms du couple Z = (X,Y) est appelée loi conjointe des deux variables aléatoires X 
et Y. 


La loi conjointe Pz est entièrement déterminée par la connaissance des probabilités élé- 
mentaires 


P(Z = (x,y)) =P(X =x,Y =y) pour tout (&y)eEXxF. 


Lorsque les ensembles E et F sont finis, on peut visualiser une loi conjointe en figurant 
ses probabilités élémentaires dans un tableau. 


9.2.2 Lois marginales 


Soit Z une variable aléatoire discrète sur l’espace probabilisé (Q,T,P) à valeurs dans un 
produit cartésien ! Ex F. Sans perte de généralité, on suppose Æ x F fini ou dénombrable. 


Pour chaque issue w de Q, Z(w) désigne un couple élément de Æ x F. On note X (w)eE 
et Y(w) € F les deux éléments de ce couple ce qui définit des variables aléatoires X et Y 
sur (Q,T,P). 

Définition 

Les lois des variables aléatoires X et Y sont appelées les lois marginales du couple 
de variables aléatoires Z = (X,Y). 


| Théorème 8 
| La loi de Z détermine entièrement ses lois marginales puisque : 


PU a E 5 P(Z =(x,y)) pour tout z € E 
yEF 


P(Y =g) Pe P(Z = (æ,y)) pour tout y € F. 
EE 


1. On dit parfois que Z est un vecteur aléatoire. 
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Dans un tableau visualisant la loi conjointe, les lois marginales s’obtiennent en sommant 
sur les rangées. 


9.2.3 Lois conditionnelles 
Soit X et Y deux variables aléatoires discrètes sur un espace probabilisé (Q,7,P). On 
note E et F des ensembles finis ou dénombrables contenant les valeurs prises par X et Y. 
Définition 
| Soit x € E tel que P(X = x) > 0. On appelle loi conditionnelle de Y sachant (X = x) 
| la loi de la variable aléatoire Y pour la probabilité conditionnelle P(.|X = x). 
Celle-ci est entièrement déterminée par les probabilités élémentaires 


Pix=:)(Y = y) =P(Y =y|X =x) pour tout y € F. 


Lorsque (X = x) est un événement négligeable, on pose P(Y = y| X = x) = 0. 


Théorème 9 
La loi de X et les lois conditionnelles de Y connaissant les valeurs prises par X 
déterminent entièrement la loi conjointe des variables X et Y et donc la loi de Y : 


IAE ==) = D P(Y =yIX=x)P(X = x) pour tout y € F. 
æeE 


9.2.4 Vecteurs aléatoires 


Soit X1,...,Xn des variables aléatoires discrètes sur l’espace probabilisé (Q, 7, P). 
Définition 
On appelle vecteur aléatoire discret défini à partir des variables aléatoires X:,..., Xn 


la variable aléatoire discrète Z donnée par 
| Z(w) = (Xi(w),.--, Xn(w)) pour tout w € Q. 


La loi de la variable Z est appelée la loi conjointe des variables X1, .--, Xn tandis 
| que les lois de X1,...,X, sont les lois marginales de Z. 
La loi conjointe détermine les lois marginales, mais linverse west pas vrai. 


9.2.5 Couple de variables indépendantes 


Soit X et Y deux variables aléatoires discrètes sur un espace probabilisé (Q, 7,P) à 
valeurs dans des ensembles E et F. 
Définition 
On dit que les deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, pour toute 
partie A de E et toute partie B de F, les événements (X € A) et (Y € B) sont 


indépendants : 
P((X,Y) E€ Ax B)=P(X € A)P(Y € B). 


H 
j 


OE 
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Théorème 10 
Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, et seulement si, 


P(X =mi =ÿ)) E =7) P(Y =y) pour tout (z,y) e X (Q) x Y(Q). 


Deux événements À et B sont indépendants si, et seulement si, les fonctions indica- 
trices 14 et 18 définissent des variables aléatoires indépendantes. 


Si X et Y sont deux variables indépendantes alors, pour toutes fonctions f et g définies 
sur E et F, les variables aléatoires composées f(X) et g(Y) sont aussi indépendantes. 


9.2.6 Famille finie de variables mutuellement indépendantes 


Soit (X;};er une famille de variables aléatoires discrètes sur l’espace probabilisé (Q, 7, P), 
On note F; l’ensemble d’arrivée de la variable X,;. 
Définition 
On dit que la famille (X;)};er est constituée de variables mutuellement indépendantes 
si, pour toute famille (A;);er avec A; C E;, les événements (X; € À;) sont mutuelle- 
ment indépendants. 
Les sous-famnilles d'une telle famille sont aussi constituées de variables mutuellement 
indépendantes. 


i Théorème 11 


Les variables aléatoires X1,..., X, sont mutuellement indépendantes si, et seulement 
si, 
P(X: En = Gr) E NI =) > RS P(Xn = n) 


| pour tout (£1, ---, €n) € X1(Q) x <- x Xn (Q). 


Théorème 12 (Indépendance par paquets ') 
Si X1,...,X, et X,41,...,X, sont des variables mutuellement indépendantes alors, 
pour toutes fonctions f et g définies sur F4 x---xE, et Ep41 X- -- X En, les variables 


2 = OR 000 e me et) 


sont indépendantes. 


9.2.7 Suites infinies d'épreuves 


Afin d’assurer l’existence d’un cadre probabiliste permettant l'étude de la répétition 
indépendante et infinie d’une même expérience, nous disposons du résultat : 


1. Aussi appelé lemme de regroupement. 
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| Théorème 13 

Si £ désigne une loi d’une variable aléatoire discrète, il existe un espace probabi- 
lisé (Q, 7, P) sur lequel existe une suite (Xn )nen de variables aléatoires mutuellement 
indépendantes et suivant chacune la loi £. 


Définition 
On dit alors que (Xn )nen est une suite de variables aléatoires indépendantes et iden- 
tiquement distribuées! selon la loi £. 


En particulier, il existe un cadre probabiliste permettant de modéliser la répétition à 
linfini d'épreuves de Bernoulli indépendantes. 


9.3 Espérance d’une variable aléatoire réelle 


Les variables aléatoires introduites ici sont toutes supposées discrètes et définies sur un 
même espace probabilisé (Q, 7, P). 


9.3.1 Définition 
Soit X une variable aléatoire réelle. 
On note E un ensemble fini ou dénombrable contenant les valeurs prises par X. 
Définition 
On dit que la variable X admet une espérance finie lorsque (x P(X = x)),., est une 
famille sommable ?. Sa somme définit alors l'espérance de la variable X 


E(X) € S_zP(X = 2). 
xeE 


L’espérance de X définit la moyenne probabiliste de la variable X, elle ne dépend que 
de la loi de la variable X. 


Les espérances des lois usuelles sont regroupées dans le tableau p. 383. 


9.3.2 Propriétés 


Soit X et Y deux variables aléatoires réelles. 


| Théorème 14 
Si les variables X et Y  admettent des espérances finies alors, pour tout À € R, les 
variables AX et X + Y admcttent chacune une espérance finie avec 


E(AX)=AE(X) et E(X +Y) = E(X) +E(Y). 


1. On utilise souvent l'abréviation « i.i.d. ». 
2. Si la variable X est à valeurs positives et si la famille (x P(X = z)), eg est pas sommable, on 
pose E(X) = +00. 


T gga 


O E E E, 
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L'ensemble L! (N) des variables aléatoires réelles discrètes définies sur (Q, T, P) admettant 
une espérance finie est un sous-espace vectoriel de l’espace des fonctions de { vers R. De 
plus, l'application espérance y définit une forme linéaire. 


| Théorème 15 
Si la variable X est à valeurs positives alors E(X) > 0. 
Si de plus E(X) = 0 alors X = 0 presque sûrement 1. 


On en déduit la croissance de l'espérance : si X et Y sont d’espérances finies 


X<Y => EX)<E(Y). 


Théorème 16 (Domination) 
Si |X| < Y et si Y admet une espérance finie alors X aussi. 


Si une variable aléatoire X est bornée, elle est d'espérance finie. 


9.3.3 Formule de transfert 


Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans un ensemble? E au plus dénom- 
brable. 


Théorème 17 (Formule de transfert) | 
Si f est une fonction à valeurs réelles au moins définie sur E, la variable f(X) admet 
une espérance finie si, et seulement si, la famille (f(x) P(X = D cg ©St sommable. 
De plus, on a alors 


TELI) = F JOS 


zeE 


Ainsi, et sous réserve de sommabilité, on peut écrire pour une variable réelle X 


E(X*) = Ÿ 2 P(X =), E(e*) = Dé P(X =r), 


zEE xeE 


9.3.4 Variables indépendantes 


Soit X et Y deux variables aléatoires réelles. 


| Théorème 18 
Si les variables X et Y sont indépendantes et admettent chacune une espérance finie 
| alors XY admet une espérance finie et E(XY) = E(X)E(Y). 


J 


La réciproque est fausse : on peut avoir E(XY) = E(X) E(Y) sans pour autant avoir 
l'indépendance des variables X et Y. 
1. Autrement dit, l'événement (X = 0) est quasi certain. 


2. Ici, E n’est pas nécessairement une partie de R. Par exemple, ce peut être une partie de R? ce qui 
autorise l'usage de la formule de transfert avec un X vecteur aléatoire. 
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9.4 Variance d’une variable aléatoire réelle 


Les variables aléatoires introduites ici sont toutes supposées à valeurs réelles, discrètes 
et définies sur un même espace probabilisé (Q, 7, P). 


9.4.1 Moments 


Définition 
On dit qu'une variable aléatoire réelle X admet un moment d'ordre k € N si la 
variable X* admet une espérance finie. On peut alors introduire le moment d'ordre k 
| de la variable X : 
me = EX). 


Si la variable X admet un moment d'ordre n alors X admet ! un moment d’ordre k pour 
tout k € [0;n]. En particulier, une variable admettant un moment d’ordre 2 admet une 
espérance. 


9.4.2 Espace des variables possédant un moment d'ordre 2 


L'ensemble L?(Q) des variables admettant un moment d'ordre 2 est un sous-espace vec- 
toriel de l’espace 11(Q) des variables admettant une espérance finie. 


Théorème 19 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) 
Si X et Y sont des variables aléatoires réelles admettant chacune un moment 
d'ordre 2 alors XY est d'espérance finie et 


E(XY) ECORD 


9.4.3 Variance et écart-type 
Définition 
Si une variable aléatoire réelle X admet un moment d'ordre 2, on appelle variance 
de la variable X le réel 
V(X) ÉE((x > E(X))") ER. 


On introduit aussi l’écart-type? de X par o(X) e V(X). 


Variance et écart-type mesurent la. dispersion de la variable X autour de sa moyenne. 
Si V(X) = 0, la variable X est presque sûrement constante Ÿ. 


Les variances des lois usuelles sont regroupées dans le tableau p. 383. 


1. Voir sujet 7 p. 390. 

2. L’espérance et l’ écart-type s'expriment dans la même unité que les valeurs de la variable X 

3. Autrement dit, il existe une constante C telle que l'événement (X = C} est quasi certain : cette 
constante C est l'espérance de la variable X. 


D 
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| Théorème 20 (Formule de Huygens) 
| Si X admet un moment d'ordre 2, 
| 


V(X) = E(X?) - E( XY. | 


9.4.4 Variable centrée réduite 


Théorème 21 
Si X admet un moment d’ordre 2 alors, pour tous a et b € R, 


V(ax +b) = a V(X). 


Définition 
Lorsqu'une variable X admet une espérance finie et que celle-ci est nulle, on dit que la 
variable X est centrée. Si de plus celle-ci admet une variance égale à 1, on la qualifie 
de réduite. 
Si X est une variable admettant un moment d'ordre 2 alors, en introduisant son espé- 
rance u et son écart-type g (que l’on suppose non nul), la variable 
X-u 
o 


Y = 


est centrée réduite. 


9.4.5 Covariance 
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles. 
Définition 
| Si X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2, on introduit leur covariance : 
Cov(X, Y) = E( (X - E(X)) (Y — E(Y))) €R. 
En particulier, V(X) = Cov(X, X) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne ! 
[Cov(X, Y)| < V(X) V(F). 


Théorème 22 (Formule de Huygens) 
Si les variables X et Y admettent chacune un moment d'ordre 2, 


Cov(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y). 


Si les variables X et Y sont indépendantes, on a Cov(X, Y) = 0. La réciproque est fausse. 


1. Lorsque les variances des variables X et Y sont non nulles, on introduit leur coefficient de corré- 
f déf A ; La dt de 
lation : cor( X,Y) = ESEAS d ; € [-1;1]. Si les variables sont indépendantes, celui-ci est nul. Si les 
y 
variables évoluent « dans le même sens », ce coefficient est proche de 1. Il est proche de —1 lorsqu'elles 
évoluent « en sens inverse ». 


9.4 Variance d'une variable aléatoire réelle 381 


9.4.6 Variance d'une somme 


La covariance définit une forme bilinéaire symétrique sur l’espace I2(Q). 


Théorème 23 
Si X et Y sont des variables aléatoires admettant chacune un moment d’ordre 2, 


V(X +Y) = V(X) + 2 Cov(X, Y) + V(Y). 


Si les variables sont indépendantes, V(X +Y) = V(X) + V(Y). Plus généralement, 


Théorème 24 


| Si X1,..., Xn sont des variables aléatoires admettant chacune un moment d'ordre 2, 
| v(ox) = SI V(X:) +29 Cov(X;, X;). 
sil il i<j 


Si les variables X4,..., Xn sont deux à deux indépendantes 


v > x) = Sva). 
i=1 gal 


Cette égalité est a fortiori vérifiée si les variables sont mutuellement indépendantes. 


9.4.7 Inégalités de concentration 


Théorème 25 (Inégalité de Markov) 
Si X est une variable à valeurs positives admettant une espérance finie, 


aP(X > a) SE(X) pour tout a € R4. 


| Théorème 26 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) 
Si X est une variable aléatoire admettant un moment d'ordre 2, 


P(IX-E(X)| > a) < wa pour tout œ > 0. 


Cette inégalité permet de mesurer l'écart entre « l’expérimentation et l'espérance ». 
Cette inégalité explique aussi pourquoi la variance mesure la dispersion de la variable 
aléatoire. 


\ 
; 


) 


O R sine nmminn een anni 
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9.4.8 Loi faible des grands nombres 


| Théorème 27 (Loi faible des grands nombres) 
Si (Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires deux à deux indépendantes et suivant 
une même loi admettant une espérance u et un moment d’ordre 2, 


n 
2e] ———— 0 avec =y ie 
n—+00 = 


Ce théorème ! montre que la moyenne expérimentale tend à se rapprocher de la moyenne 
y y 


probabiliste (c’est-à-dire de l'espérance). 


9.5 Fonctions génératrices 


Les variables aléatoires introduites ici sont toutes supposées définies sur un même espace 
probabilisé (Q, 7, P). 


9.5.1 Définition 

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. 

Définition 

On appelle série génératrice de la variable X la série entière 
| YPX =ne. 


Cette série entière est de rayon de convergence supérieur ou égal à 1 et converge norma- 
lement sur le segment [—1;1]. 


Définition 
| On appelle fonction génératrice de la variable X la somme de sa série génératrice 
| 


+00 
Gxt) EYO P(X =n)” =E(t*) 

n=0 Gx (4) 
Celle-ci est définie et continue au moins? sur [—1 ; 1}. C’est 
une fonction croissante sur [0;1] qui prend la valeur 1 
en 1 et, plus généralement, c’est une fonction bornée par 1 
sur [—1;i]. 
La fonction génératrice de X est entièrement déterminée : 
par sa loi. Inversement, la fonction génératrice caractérise e: 
la loi de X puisque 1 


1. Sous les mêmes hypothèses, la loi forte des grands nombres affirme P(Sn [n — ) = 1. Voir 
sujet 35 p. 431. Foie 

2. Si le rayon de convergence R de la série génératrice est strictement supérieur à 1, la fonction 
génératrice peut être définie sur ]—R; R[ mais Pétudier sur [~1; 1], voire sur [0; 1], est souvent suffisant 
en pratique. 


9.6 Lois usuelles | 383 


cg (0) 
n! 


P(X =n)= pour tout n € N. 


Les expressions des fonctions génératrices des lois usuelles sont regroupées dans le tableau 
à la fin de ces rappels de cours. 


9.5.2 Calcul d’espérances et de variances 


Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. 


| Théorème 28 
La variable aléatoire X admet une espérance finie si, et seulement si, sa fonction 
génératrice Gx est dérivable en 1 et alors 


E(X) AGA: 


La variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2 si, et seulement si, sa fonction 
génératrice Gx est deux fois dérivable en 1 et alors 


V(X) = (D + C% (1) — (Ex (D). | 


Ce résultat peut notamment être employé lorsque la série génératrice de X est de rayon 
de convergence strictement supérieur à 1. 


9.5.3 Fonction génératrice d'une somme 


Théorème 29 
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans N, 


Gx+y (t) = Gx(t) x Gy(t) pour tout {€ [—-1;1]. | 


Ce résultat se généralise à la somme de plusieurs variables aléatoires sous réserve que 
celles-ci soient mutuellement indépendantes. 
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| Loi | Espérance | Variance | Fonction génératrice | 
B(p) p p-p) | t> (1-p)+pt p € [0;1] 
B(n, p) np npl- p) | t= ((1-p) +pt)" n €N, pe [0;1] | 
P(A) À À pere? à>0 

| So) | à F t> LÚ p €]0;1[ 
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9.7 Exercices d'apprentissage 


9.7.1 Variables aléatoires 


| Exercice 1 
Pour quels a € R, existe-t-il une variable aléatoire X à valeurs dans N* telle que 


PCT =) = pour tout n € N°? 


ENN 
n(n +1) 


Solution 


méthode 
Les probabilités élémentaires d’une variable aléatoire forment une famille de 
réels positifs sommable et de somme égale à 1. 


Analyse : Soit X une variable aléatoire sur un univers (Q,7,P) à valeurs dans N* dont 
les probabilités élémentaires sont celles proposées. L'univers Q est la réunion dénombrable 
des événements (X = n) pour n parcourant N°. Par additivité dénombrable 


+00 +00 a 
P(Q)= P(X = n) — —— 
(9) L A=) >, n(n +1) 
n=1 n=1 
Par décomposition en éléments simples 
a a a 


n(n+1) n ni 


puis par calcul télescopique 


N 
: a à \_ y a _ 
FO 12,2 (6 n+ z) E Pan (e N+ z) 


On en déduit a = 1. 

Synthèse : Supposons a = 1. Les calculs qui précèdent assure que la famille de réels 
positifs TESA avec n € N* est sommable et de somme égale à 1. On peut alors affirmer 
qu’il existe une variable aléatoire X à valeurs dans N* pour laquelle 


P(X =n) = pour tout n € N*. 


n(n +1) 


En effett, on peut munir l’espace (N*,p(N*)) d’une probabilité P déterminée par 
(Th. 4 p. 334) 


1 * 
P({n}) = neri pour tout n € N*. 


L'application X = Idy- est alors une variable aléatoire telle que voulue. 


1. Cette dernière étape est rarement précisée. 
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Exercice 2 | 
On lance indéfiniment et indépendamment un dé équilibré. Pour n € N*, on note X, | 
la variable aléatoire définie par la valeur du n-ième lancer. On introduit le temps 
d'attente du premier ‘six : 


P= min({n EN'|Xn =6}U {+o0}). 


Montrer que T est une variable aléatoire discrète à valeurs dans N* U {+00} et 
déterminer sa loi. 


Solution 

Notons (Q,7,P) un espace probabilisé ! modélisant l'expérience. 

L'application T: Q —> N* U {+00} est bien définie car le min existe dans N* U {+00}. 
Plus précisément, pour une issue w donnée, s’il existe n € N* tel que Xn(w} = 6, T'{w) 
correspond au plus petit élément d’une partie de N*. Celui-ci existe et appartient à N*. 
En revanche, s’il n'existe pas de n € N* tel que X,(w) = 6, le min définissant T(w) 
vaut +00. Montrons ensuite que l'application T est une variable aléatoire discrète. 


méthode 
Une variable aléatoire discrète sur Q est une application prenant ses valeurs 
dans un ensemble E£ au plus dénombrable et telle que les antécédents de toute 
valeur de Æ constituent un événement. 
La variable T prend ses valeurs dans l'ensemble N* U {+00} qui est dénombrable. Pour 
toute valeur n de N*, on a? 


(T=n)= {w E9 | Xi (w) #6,...,Xn_1(w) #6, Xn (w) = 6} 
= (X1 =6) N... N (Xn—1 = 6) N (Xn = 6). 
Puisque les X} sont des variables aléatoires sur Q, chaque condition (X, = 6) détermine 


un événement. Par opérations dans la tribu 7, (T = n) est bien un événement de Q. 
Pour la valeur +00, on a? 


(T = +00) = {w EQ | Yn E N*, Xalo) #6} = ) (Xa =6). 
nEN* 


Par intersection dénombrable d'événements, (T = +00) est bien un événement de Q. 
Ainsi, T est une variable aléatoire à valeurs dans N* U {+00}. Il reste à déterminer sa 
loi. Soit n € N*. Par indépendance des variables X,, 


P(T =n) =P(X1=6)N... N (Xn-1 = 6) N (Xn = 6)) 


=P((X1 =6)) x... x P((Xn-1 = 6)) x P((Xn = 6)) = (5) | E, 


1. Le Th. 13 p. 377 assure l’existence d’un espace probabilisé (9, 7, P) permettant de modéliser cette 
expérience. 

2. Lorsque n = 1, ce qui suit se comprend (T = 1) = (X1 = 6). 

3. On peut aussi dire que (T = +00) est l’événement contraire de la réunion dénombrable des événe- 
ments (T = n). 


O O 


CIE 
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Aussi, par continuité décroissante ! (Th. 6 p. 335), 


P(T = +00) = e( N m=5) = e r(À = 5) _ EEO) = 


nEN* k=1 


Finalement, la variable aléatoire T suit une loi géométrique de paramètre p = 1/6. 


Exercice 3 
Soit X et Y deux variables aléatoires discrètes indépendantes. On suppose que X 
et Y suivent des lois de Poisson de paramètres À et y strictement positifs. 


Déterminer la loi suivie par X + Y. 


Solution 
méthode 
Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramètre À > 0 lorsque 
celle-ci est à valeurs dans N et vérifie : 
An 
P(X = n) = Er pour tout n € N. 
n! 

En tant que somme de deux variables aléatoires, Z = X +Y est bien une variable 
aléatoire. De plus, X et Y sont à valeurs dans N et donc Z est aussi à valeurs dans? N. 
Pour déterminer sa loi, il suffit de calculer P(Z = n) pour tout n € N. 

Soit n € N. L'événement (Z = n) est la réunion des événements deux à deux incom- 
patibles (X = k, Y = £) pour (k, £4) € N? vérifiant k + £= n. On a donc 


P(X+Y=n)= X P(X =k,Y=4)=_ P(X =k,Y =n—k). 
k+£=n k=0 
Par indépendance des variables X et Y, on écrit 


P(X =k, Y =n- k) = P(X =k) P(Y =n — k). 


Les lois des variables X et Y étant connues, on concrétise le calcul 


( ) B aA I i Qu) À 5 o Eyn 
P(X+Y=n)=} e` e#- =e ES) w 
= k! (n-k)! n! Nk 


Par la formule du binôme, on conclut 


P(X +Y =n)=e #4) Cani 
n! 


Finalement, la variable Z = X +Y suit une loi de Poisson? de paramètre À + p. 


1. Ce dernier calcul n’est pas nécessaire, les valeurs de P(T = n) obtenues au-dessus déterminent une 
loi géométrique dont la somme des probabilités élémentaires vaut 1 : ceci ne laisse « plus de place » pour 
Pévénement (T = +00). 

2. Ceci ne signifie pas pour autant que Z prend assurément toutes les valeurs de N : sans l’indépen- 
dance de X et Y ceci pourrait ne pas être vrai, c'est le cas par exemple lorsque X = Y. 

3. On trouvera une démonstration alternative par les fonctions génératrices dans le sujet 9 p. 392. 
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| Exercice 4 
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques 
| de paramètres p et q éléments de ]0; 11. 


(a) Calculer P(X > n) pour n € N. 
(b) Déterminer la loi de Z = min(X,Y). | 


Solution 
(a) méthode 


| Une variable aléatoire X suit une loi géométrique de paramètre p € ]0;1[ 
lorsque celle-ci est à valeurs dans N* (ou N* U {+00}) et vérifie : 


| P(X =n)=(1-p)""lp pour tout n € N°. 


Soit n € N. L'événement (X > n) est la réunion dénombrable des événements deux 
à deux incompatibles (X = k) pour k = n +1, n + 2, etc. On a donc par additivité 


dénombrable 
+90 


P(X >n)= $` P(X =k). 


k=n+1 


On exprime la loi de X afin de concrétiser le calcul 


+0 


P(X >n)= J (-p}* tp. 


k=n+1 


Par un glissement d’indice puis une sommation géométrique de raison 1—p € ]0;1[, on 
obtient 


+oo 
P(X >n)=(1- pp (0 -p =(1-p)"p x = (1-p}". 
= p) 


1 
1- (1— 
Ce résultat peut facilement se retenir : la variable X s’interprète comme le temps d'attente 
du premier succès lors de la répétition d'épreuves de Bernoulli indépendantes et de même 
paramètre p. L'événement (X > n) signifie que la succession d'épreuves débutent par une 
série de n échecs. 


(b) Puisque X et Y sont des variables aléatoires, Z est aussi une variable aléatoire 
car se déduit de la composition du vecteur aléatoire (X,Y) avec la fonction min définie 
sur R?. De plus, la variable aléatoire Z est à valeurs dans N°. 


méthode 
On exprime facilement (Z > n) à l’aide de (X > n) et (Y > n) car la variable Z 
est définie par un min. 


Soit n € N. L'événement (Z > n) est la conjonction des deux événements (X > n) 
et (Y > n). Or les variables X et Y sont indépendantes et les événements précédents le 


nanas S, 
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sont donc aussi. Ainsi, 
P(Z >n) =P(X >nm,Y >n) =P(X >n) P(Y >n)={(1-p}"(1- ag)". 


méthode 


| L'événement (Z = n) se déduit ! des événements (Z > n) et (Z > n— 1). 


Soit n € N*. L'événement (Z > n — 1) est la réunion des événements incompatibles 
(Z =n) et (Z > n). On a donc par additivité 


P(Z>n-1)=P(Z=n)+P(Z>n) 


puis 
n—1 
P(Z=n)=P(Z>n-1)-P(Z>n)=(p+9-p)((1-pl1-0)) 

A En posant r = p +q — pq, on observe P(Z = n) = r(1—r)"-!. La variable Z suit donc 

4 une loi géométrique ? de paramètre r. 

y Exercice 5 F 
Soit X et Y deux variables aléatoires à valeurs dans N. On suppose que la loi conjointe 
de X et Y vérifie : 

À Ti er de ; 2 
PO = =) 3 ji pour tout (j, k) € N°. 


(a) Déterminer les lois des variables X et Y. 


(b) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ? 


Solution 


(a) méthode 


La loi marginale de X s'obtient en sommant sur les valeurs possibles prises 
par Y (Th. 8 p. 374). 


La variable X est à valeurs dans N et, pour tout j € N, 


+00 +co . 
| | less 
P(X =)=F PA =iY =h TTA 
k=0  k=0 V 


1. Les événements (Z > n) suffisent donc pour caractériser la loi de Z : cet argument peut être 
employé pour parvenir sans calculs à l'identification de la loi de Z. 

2. On peut comprendre cette propriété en termes de temps d'attente. Si Xn et Yn suivent des lois de 
Bernoulli indépendantes de paramètres p et q, la variable Zn = max(Xn, Yn) suit une loi de Bernoulli 
de paramètre r et Zn est le temps d’attente associé aux épreuves de Bernoulli correspondantes. 


nés E 
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Il s’agit d’une somme convergente! de termes positifs, on peut séparer celle-ci en deux 
par linéarité avec convergence des séries à termes positifs introduites 


1 il +00 k 
Hé) . 
X= = 3e (2 JIk! +225 


Dans la première somme, on peut rapidement faire apparaître une somme exponentielle 
calculée en 1. Dans la seconde, on peut simplifier le terme d'indice k = 0 avant de faire 
apparaître à nouveau une somme exponentielle par glissement d'indice 2 


2 +00 +co y 
; 1 fj+i 1 1 I 1 j+2 
P(X = = — | —— — = - ` 
=) >( i Sata) 3 jl 


J! 


Les variables X et Y jouant des rôles symétriques, on obtient aussi 


2 
P(Y =k) = Ze pr Pour tout k € N. 


(b) méthode 
| Par le Th. 10 p. 376 on vérifie, ou on contredit, l'indépendance des variables 
X et Y en étudiant légalité : 


| P(X =}, Y =k) = P(X = j) P(Y =k). 
Pour (j, k) = (0,0), on observe 


1 2 2 
3e? ” 3e 3e 


P(X = 0,Y = 0) P(X = 0) P(Y = 0). 


Les variables X et Ÿ ne sont pas indépendantes. 


Exercice 6 

Une urne contient un dé truqué donnant systématiquement un ‘six. On lance une 
| pièce équilibrée. Si l’on obtient ‘face’, on ajoute un dé équilibré dans lurne et l'on 

relance la pièce. Si l’obtient ‘pile’, on tire un dé dans l’urne et on lance celui-ci. 

Déterminer la loi de variable donnant la valeur du dé lancé. 


Solution 


méthode 

| On peut déterminer la loi d’une variable Y à partir de la loi d’une variable 
| X et des lois conditionnelles de Y connaissant la valeur prise par X (Th. 9 
| p. 375). 


1. Par hypothèse, la famille des P(X = j, Y = k) avec (j, k) € N? est sommable (et même de somme 
égale à 1) car définit la loi du couple (X,Y). 

2. On peut vérifier que la somme des P(X = j) pour j parcourant N est bien égale à 1 ce qui légitime 
le facteur 1/3e2 introduit lors de la définition de P(X = j, Y = k). 
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Notons X la variable aléatoire donnant le nombre de dés dans lurne lorsque lon y 
pioche un dé et Y la variable aléatoire donnant la valeur du dé lancé. 

Le temps d'attente du premier ‘pile’ donne exactement le nombre de dés figurant dans 
lurne au moment où l'on pioche le dé. La pièce étant supposée équilibrée, la variable X 
suit une loi géométrique ! de paramètre p = 1/2. 

Soit n € N*. Lorsque lurne est constituée d’un dé truqué et de n — 1 dés équilibrés, une 
application rapide de la formule des probabilités totales permet de caleuler la loi de Y 


1 1 n-1 n +5 
P(Y =6|X , 1 + =. = 
( | n) n ô n 6n e 
1 1l n—1 n-li 
P(Y =k| X =n) =0:-+-. = ; : 5]. 
( | n) P E a ke[1;5] 
On en déduit 
S Sath d 
P(Y =6)= PY =6|X =n)P(X sanj -—, 
Œ-0-2rw-cx=nrx=ne Te 
| — 
fl En exploitant pour x = 1/2 l'identité 
| y 
ze = —In(i-x) valable pour tout x € ]—1; 1f 
n=l 
on obtient 
1+5ln2 
P(Y = 6) = aee ~ 0,744 à 107 près. 
Un calcul analogue donne aussi 
1—In2 
P(Y =1)=--- = P(Y =5) i ~ 0,051 à 107% près. 


9.7.2 Moments, espérance et variance 


Exercice 7 
Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs réelles. 


On suppose que X admet un moment d'ordre n € N. Montrer que X admet un 
moment d'ordre k pour tout k € [0; ni]. 


1. Il se peut que ce temps d'attente soit infini ce qui signifierait que l’on ne pioche jamais de dé dans 
Purne... L'événement correspondant est cependant négligeable et n’influence donc pas les calculs. 
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Solution 
Soit k € [0; r]. 
méthode 
| Pour tout x réel, l'inégalité |x*| < 1+ |z|” est vraie que |x| < 1 ou non. 


Pour toute issue w, on peut écrire par ce qui précède IX (w)F| <1+ Xw”. Ona 
donc la comparaison de variables aléatoires |x k] < 1+ |X|". Or, la variable aléatoire 
constante 1 admet une espérance finie et la variable |X|” aussi par hypothèse. Par domi- 
nation (Th. 16 p. 378), on peut affirmer que la variable X k admet aussi une espérance 
finie, autrement dit, X admet un moment d'ordre k. 


Exercice 8 (Loi binomiale négative `) 
Soit r € N*, p € J0; 1[ et X une variable aléatoire à valeurs dans N telle qu’il existe 
un réel a pour lequel 


BOEK) E pour tout k € N. 


Calculer l’espérance et la variance de X. 
On rappelle Videntité binomiale? : 


So n, pour tous n € N et z € ]—1;1[ 
NT GE) i 


Solution 


méthode 
| La valeur de a ne peut être arbitraire : on commence par déterminer celle-ci. 
On calcule la valeur de a en exploitant que la somme des P(X = k) pour k parcourant N 
est égale à 1. Par l'identité binomiale utilisée pour x = 1 — pet n=r—1 


+o +00 — a 
> A =aÿ E a-p- 7 


k=0 
On a donc a = p”. 


méthode 
| On calcule espérance de X par dérivation de l'identité binomiale. 


L'identité binomiale correspond à un développement en série entière, il est possible de 
dériver terme à terme celui-ci sur l'intervalle ouvert de convergence. Ceci donne 


+00 
k+r—1\ pai r 
| k J}: = Oar pour tout x € ]1;1[. 


1. Cette loi étudie le nombre d’échecs précédant le r-ième succès lors de la répétition d'épreuves de 


Bernoulli indépendantes de même paramètre p. 
2. Voir sujet 5 du chapitre 9 de l’ouvrage Exercices d'analyse MP. Cette identité est souvent utilisée 


en calcul des probabilités. 
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En évaluant cette identité en x = 1 — p et en ajoutant un terme nul d'indice k = 0 à la 
somme, on obtient que X admet une espérance finie et 


t pin Hisp diag 
ERD O LEDE D 


k=0 p 


méthode 
| La variance de X se déduit de la formule de Huygens (Th. 20 p. 380) après 
| calcul de E(X(X — 1)) 


Une nouvelle dérivation de l’identité binomiale donne 


+co 
k+r—1\ p r(r +1) 
k(k — 1 k 2.2 r ia à 
> ( ( k J ay pour tout z E]-1;1| 


On en déduit 


1)(1 — p)? 
Et DU 
P 
La variable X(X — 1) admettant une espérance finie, il en est de même de X? car on 
peut écrire X? = X(X — 1) + X. La variable X admet donc un moment d'ordre 2 et Pon 
peut calculer sa variance : 


k 
ê 


V(X) = E(X(X — 1)) + E(X) - E(X} = rü -p) 


9.7.3 Fonctions génératrices 


Exercice 9 


(a) Calculer la fonction génératrice d’une variable aléatoire X suivant une loi de 
Poisson de paramètre À > 0 


(b) À Paide de leurs fonctions génératrices, déterminer la loi suivie par la somme de 
deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramètres À 
et u strictement positifs. 


Solution 


(a) méthode 
| La fonction génératrice d'une variable aléatoire X à valeurs dans N est définie 
par 


+00 
| Gx(t) = E(t*) = + P(X = n)}t” pour t réel convenable 1 


1. La fonction génératrice est au moins définie sur [—1 ; 1]. 


| 
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Puisque X suit une loi de Poisson, on obtient en reconnaissant une somme exponentielle 


Xy À, 
= AT eà DE e et = AD pour tout £ réel. 


(b) méthode 
| La fonction génératrice d’une variable aléatoire caractérise sa loi. 


Les variables X et Y étant indépendantes, la fonction génératrice de leur somme est 
le produit de leurs fonctions génératrices (Th. 29 p. 383) 


Gx+y (t) = Gx(t) x Gy (€) = FH D, 


On reconnaît ici la fonction génératrice d’une loi de Poisson de paramètre À +, on peut 
donc affirmer que X +Y suit cette loi!. 


Exercice 10 

On considère de nouveau la variable aléatoire X présentée dans le sujet 8 p. 391 
Calculer la fonction génératrice de X et retrouver les valeurs de son espérance et de 
sa variance, 


Solution 
Par définition de la fonction génératrice d’une variable aléatoire à valeurs dans N 


+00 To 
Gxt) =B) = Dre = = S a(t Na- 
k=0 k=0 


pour tout { convenable. Grâce à l'identité binomiale 


1 


pour tout t € ]—-R; R| avec R = i-p 


a 
Gx(t)= = 
G0- 
Une fonction génératrice prend la valeur 1 et 1 ce qui détermine la valeur de a et permet 
de conclure . 
P 
(t= == tout t E€ ]—-R; RI. 
GO = (p) Po tout +€]-R; RI 
méthode 


Espérance et variance se déduisent de la fonction génératrice à partir du calcul 
de G'g (1) et G'4 (1) lorsque celui-ci est possible (Th. 28 p. 383). 


La fonction Gy est de classe C® sur ]—R; R| (avec R > 1) donc au moins dérivable 
deux fois en 1 avec 


r+) -p 


T 1—p y: 


1. Ce résultat a déjà été acquis de façon plus élémentaire dans le sujet 3 p. 386. 
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On en déduit les valeurs de l’espérance et de la variance de X 


E) = GX (n = D 


VX) = G40) + GX (D - (640) = CP 
9.8 Exercices d'entraînement 


9.8.1 Variables aléatoires 


Exercice 11 * | 


Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de 
paramètres À et u. Pour n € N, identifier la loi de X sachant (X +Y =n). 


Solution 


Les variables X et Y étant à valeurs dans N, les seules valeurs possibles pour X lorsque 
(X +Y =n) sont les k € [0; n]. 
méthode 
| I s'agit de calculer P(X = k| X +Y = n) pour toute valeur k € [0;n]. 


Les variables X et Y sont indépendantes et suivent des lois de Poisson de paramètres À 
et u. Leurs somme X +Y suit alors! une loi de Poisson de paramètre À + u- On sait 
donc 


À n 
P(X+Y=n)= eorn Atan pour tout n € N. 
En particulier, cette probabilité est non nulle et, pour tout k € [0;n], la probabilité 


conditionnelle P(X = k| X +Y = n) est définie par 


_P(X=k,X+Y=n) 


DA SREE = P(X +Y =n) 


Cependant, on a légalité d'événements 


(X=k, X +Y =n)=(X=k,Y =n-—k). 


Par indépendance des variables X et Y, 


DU uns 
P(X =k,Y =n- k)=P(X =K)P(Y =n-k)=e Te tt ; 
k! (n= k)! 
Après simplification, 
! AF n—k n À 
PIX =Kk|X+Y =n)= Z pak ja- n we pa = 
AT, eaea o y A U ave pe 


Finalement, on reconnaît une loi binomiale de paramètres n et p. 


1. Voir sujet 3 p. 386 et sujet 9 p. 392. 
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Exercice 12 * | 
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques | 
de paramètres respectifs p et q € ]0;1[. | 


Quelle est la probabilité que la matrice réelle suivante soit diagonalisable ? 


a x) 


Solution 


méthode 
On traduit l'étude de la diagonalisabilité de À en un événement s'exprimant 
en fonction des variables X et Y. 


La valeur du polynôme caractéristique de la matrice À en À € R est 
xal) = À — (X? — Y?). 


Cas : (X < Y). Le polynôme ya n’est pas scindé sur R et la matrice A n’est pas 
diagonalisable dans M2(R). 

Cas : (X =Y). Le polynôme xa possède une seule racine 0. La matrice À est diago- 
nalisable si, et seulement si, elle est semblable à la matrice nulle donc égale à la matrice 
nulle. Ceci est exclu car les variables X et Ÿ prennent leurs valeurs dans N*. 

Cas : (X > Y). Le polynôme x4 possède deux racines réelles distinctes et la matrice À 
qui est de taille 2 est donc diagonalisable. 

En résumé, l'événement « La matrice À est diagonalisable » correspond à (X > Y). 


méthode 
On décompose l'événement (X > Y) en une réunion d'événements dont on 
sait calculer les probabilités. 


L'événement (X > Y) est la réunion des événements deux à deux incompatibles 
(X >n,Y = n) pour n parcourant n € N*. Par additivité dénombrable 
+00 
P(X S Ter P(X >n,Y =n). 
n=l 
Par indépendance P(X > n, Y = n) = P(X > n) P(Y = n) avec! P(X > n) = (1 — p)”. 


On a donc 
+co 


P(X >Y)= J 0- pa- g). 
n=l 
Après glissement d'indice et calcul d’une somme géométrique de raison r = (1—p)(1— q) 
avec r € ]0; 1f, on obtient la probabilité que la matrice A soit diagonalisable 
(1-— pq q— Pq 


PTS un 


1. L'événement (X > n) correspond à une succession de n échecs, voir sujet 4 p. 387 


navy 
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Exercice 13 ** 
Sur un espace probabilisé (Q, 7,P), on considère une suite (Xn)nen de variables 
aléatoires telles que, pour tout n € N, Xn suit une loi binomiale de paramètres r 
et p € ]0;1[. On considère aussi une variable aléatoire N indépendante des va- 
riables Xn et telle que N + 1 suit une loi géométrique de paramètre q € 10: 1[. 
Pour toute issue w de l'univers Q, on pose Y (w) = Xyu) (w). 


Justifier que Y est une variable aléatoire discrète et déterminer sa loi. 


Bi 


On pourra employer l'identité binomiale déjà présentée dans le sujet 8 p. 391. J 


Solution 


méthode 
On montre que Y est à valeurs dans un ensemble dénombrable et que, pour 
chaque valeur y de cet ensemble, (Y = y) constitue un événement. 


Pour n € N, la variable X, est à valeurs dans [0;n] € N. On peut donc affirmer que 
la variable Y est à valeurs dans N qui est évidemment un ensemble dénombrable. Pour 
tout k € N et tout w € Q, 


Y(w)=k = MEN, N(w) =n et X\(w) =k. 


On peut donc écrire 
Y =k) = [J (N =n) (Xn = k). (+) 
neN 
Les ensembles (N = n) et (Xn = k) définissent des événements et donc, par opérations 
dans la tribu 7, (Y = k) est un événement. Ainsi, Y est une variable aléatoire discrète. 
Pour déterminer la loi de Y, nous calculons P(Y = k) pour tout k € N. La réunion 
de légalité (x) est constituée d'événements deux à deux incompatibles, on a donc par 
additivité dénombrable 


+00 
P(Y =k) = XO P(N. =n, Xn = k). 
n=0 


Par indépendance des variables N et X,, on peut écrire 
P(N =n, Xn = k) = P(N =n)P(X, = K). 


Si k > n, cette quantité est nulle car l’événement (X, = k) est impossible. En simplifiant 
les termes correspondants de la somme, il reste 


too n +00 i n 
P(Y =k) = at arz)” -p =a o (a-p a)" 
n=k n=k 


Après glissement d'indice, on emploie l'identité binomiale pour achever le calcul 


+00 : 
L. n+k t gp" (1 — q)Ă 
P(Y =k) = qp" (1 — a) ( ) ipt a 
> p JOA) (p +q — pq)"t! 
La variable Y + 1 suit une loi géométrique de paramètre r = —1 


p+q-pa 


9.8 Exercices d'entraînement 397 


9.8.2 Espérances et variances 


Exercice 14 * 
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramètre À > 0. 


Calculer 
el 
E + y 


Solution 


méthode 
Par la formule de transfert (Th. 17 p. 378), on peut calculer l'espérance d’une 
variable composée Y = f(X) à partir de la loi de X. 


Puisque la variable X suit une loi de Poisson de paramètre A, elle prend ses valeurs 
dans N et 


n 


P(X =n)=e 2e pour tout n € N. 
n! 


La variable Y = 1/(X + 1) étant bornée, elle admet une espérance finie et la formule de 
transfert donne 


+00 +00 n +00 Ar 
1 1 T xA a 
= = = — EEE rA 
een) re É Lr T n! 4 (n +1)! 


n=0 n=0 


On transforme l'écriture de la somme en dernier membre afin de faire apparaître une 
somme exponentielle, notamment à l’aide d’un glissement d’indice 


+œ An 1 +00 n+l 1 +00 yn 1 N 
L'un 2 +0) x 2 n! | ) 


Finalement, 


Exercice 15 * 
| Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. On suppose qu'il existe k € ]0; 1f 


vérifiant 
P(X =n)=kP(X Zn) pour tout n EN. 


Déterminer la loi de X puis calculer son espérance et sa variance. 


OOO S ste nne 
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Solution 
Soit n € N. 


méthode 
| On exprime (X = n) à l’aide d'événements (X > k) pour k bien choisis. 


L'événement (X > n) est la réunion des deux événements incompatibles (X =n) 
et (X 2 n+ 1). Par additivité 


P(X >n)=P(X=n)+P(X >n+1). 
En multipliant par k cette relation, on obtient 
P(X =n)=kP(X =n)+P(X =n+1) 


et donc 


P(X =n+1)=(1- k) P(X =n). 


La suite (P (X = Hi est alors géométrique de raison 1 — k ce qui permet d'exprimer 
$ son terme général à partir de a = P(X = 0) : 


P(X =n)=a(l1- k)” pour tout n € N. 


La somme de toutes les probabilités élémentaires vaut 1, on peut donc déterminer la 
valeur de a en calculant une somme géométrique de raison 1 — k € J0;1| 


+00 +o 
P(Q)= D P(X =n)=aŅ (1-4) = EES — z. 
n=0 n=0 


Ainsi, a = k et la loi de la variable X est donnée par 
P(X = n) = k(1-—k)" pour tout n € N. 


méthode 


PONES AF : ý 
L’espérance et la variance de X se déduisent des valeurs connues pour les lois 
géométriques. 


La loi de la variable X ressemble à une loi géométrique. Précisément, Y = 1 + X suit 
une loi géométrique de paramètre k. On sait alors 
1 1—k 

On en déduit 


R(X) =EY)-1=1Ë æ væ =v) -iE 
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Exercice 16 ** 
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. Montrer que X admet une espérance 
finie si, et seulement si, la série 3 P(X > n) converge et qu’alors! 


Fe Srg >n). 
n=0 


Solution 


méthode 
On décompose (X > n) en une réunion d'événements (X = k) puis on réorga- 
nise le calcul de la somme par paquets ?. 


L'événement (X > n) est la réunion des événements deux à deux incompatibles (X = k) 
pour k =n +1, n +2, etc. Par additivité dénombrable, on peut écrire avec convergence 
de la série introduite 


+2 
P(X >n) -r(Uu- v) = À PX =k): 
k>n k=n+1 

Ainsi, et sous réserve d'existence, 

+0 +00 +00 

Dirtx >= 32 5 Px =) 

n—=0 n=0 \k=n+1i 
Ceci invite à étudier la sommabilité de la famille 


(P(X = k)) mer avec I={(kn) EN? |k>n}. (A) 


On organise le calcul de cette somme de termes positifs par paquets. 

D’une part, 7 est la réunion disjointe des ensembles? Ip = {(k,n) | keNetk> n} 
pour n parcourant N. Par le calcul au-dessus, on est assuré des sommabilités des sous- 
familles indexées par In. Par conséquent, la famille donnée par (A) est sommable si, et 
seulement si, la série }` P(X > n) converge et alors 


+oo +0 +o 
Srx-n-X( 5 PC =) = DSP > n) (x) 
(kn)eT n=0 \k=n+1 n=0 


D'autre part, I est la réunion disjointe des ensembles Jẹ = {(k, n) | neNetn< k} 
pour k € N*. Les sous-familles indexées par les ensembles Jy sont finies, donc sommables, 


avec 
k—1 
P(X =k) =` P(X =k) =kP(X = k). 
>» Leah 


=constante 


1. Cette identité sera souvent utilisée par la suite. 
2. On emploie le Th 10 du chapitre 1 de ouvrage Exercices d'analyse MP. 
3. Dans cette description des éléments de l’ensemble In, l'indice n est fixé et seul k varie. 
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La famille donnée par (A) est alors sommable si, et seulement si, la série SD k P(X = k) 
converge et alors 


+oo fk—1 +00 +00 
YOP(X =k) = SEa = ») =J kP(X=k)= C kP(X=k) (x) 
(k,n)eI k=1 \n=0 k=1 k=0 


Des sommabilités étudiées pour écrire (*) et (xx), on conclut que la variable X admet 
une espérance finie si, et seulement si, la série X> P(X > n) converge et! 


+00 +co 
E(X) = SCKP(X = k) = Y P(X >n). 
k=0 n=0 


Beea Ia ki 


| Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes géométriques de paramètres p 
| et q éléments de ]0;1[. Calculer l’espérance de Z = max( X,Y). 


Solution 


méthode 
On détermine P(Z > n) avant de calculer l'espérance de Z par la formule du 
sujet précédent. 


Soit n € N. On a 


(Z >n)=(X>n)U(Y >n) 
donc 
P(Z>n)=P(X>n)+P(Y >n)-P(X>n,Y >n). 
Par indépendance des variables X et Y 
P(Z>n)=P(X >n)+P(Y >n)—P(X >n)P(Y >n). 
Enfin, les lois de X et Y étant géométriques, on sait ? 
P(X>n)=(1-p)}" et P(Y >n)={1- a). 


Ainsi, 


P(Z >n) = (1 -p + (1-4) -((1—p»)(1—4a))". 
Enfin, par calcul? de sommes géométriques 4 


= 1 1 1 
MOSI rna ns 


n=0 


1. La variable X étant à valeurs positives, si elle mest pas d'espérance finie, cette espérance vaut +00 
ce qui correspond à la limite des sommes partielles de la série exprimant le second membre. 

2. L'événement (X > n) correspond à une succession de n échecs, voir sujet 4 p. 387. 

3. On peut aussi dire que la somme des (1 — r)” se comprend comme le calcul de l'espérance d’une 
loi géométrique de paramètre r que lon sait valoir 1 /r. 

4. On a max(X,Ÿ) = X +Y — min(X,Ÿ). Si l’on sait que min(X, Y) suit une loi géométrique de 
paramètre p + q — pq (voir de nouveau le sujet 4 p. 387) on peut retrouver ce résultat plus rapidement. 
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Exercice 18 ** 
Soit N € N* et (Un)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identi- 
quement distribuées selon une loi uniforme sur [1; N]. Pour tout n € N*, on pose 


| 
| 
| y = eE n aoan Eia | 


Déterminer les limites de E(M,) et de V (Mn) lorsque n tend vers +00. 


Solution 

Pour tout n € N*, M, se déduit des variables U1,...,Un par composition avec la 
fonction max, il s’agit bien d’une variable aléatoire. De plus, les variables U, sont à 
valeurs dans [1; N] donc M, aussi. 


méthode 
La variable M,, étant définie par un max, on détermine la loi de M,, en calcu- 


lant P(M, < k) pour k € [1; N]. 


Soit k € [1; N]. L'événement (Mn < k) est la conjonction des événements (U; < k) 


pour i allant de 1 à n. Par indépendance des variables U:,...,U,, il vient 
n m k G 
i= i= 


Notons que cette formule est aussi valable pour k = 0. 
Soit k € [1;n]. L'événement (M, = k) se déduit de (M, < k) et (M, < k -— 1) de 
sorte que 


P(Ma = k) = P(Mn < k) — P(Mn < k — 1) = G) Eoi 


On peut alors exprimer l'espérance de M, 


N n n 
k k-1 
Il n’est pas nécessaire d'exprimer plus simplement ! cette somme pour en déterminer la 
limite. En effet, celle-ci comporte un nombre N constant de termes tous de limites nulles 
sauf le dernier qui tend vers N. On en déduit que E(M,) tend vers N quand n tend 


vers +00. 
À l’aide de la formule de Huygens, la valeur de V(M,) se déduit de celle de E(M?) 


avec, par des arguments analogues à ceux ci-dessus, 


ep =D (F) Ey) 1 


1. En séparant la somme en deux puis en s’aidant d’un glissement d'indice ou, plus rapidement, en 
employant la formule du sujet 16 p. 399, on obtient l'expression E(Mn) = N — Jp; (k/N)". 


Basses sm ns 


à 
| 


mms 


KA 


On en déduit que la variance de M,, tend vers 0 quand n tend vers +oo. 
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SF, fl 
LR M 


Les lois de M, quand N = 6 pour n = 1,2,3,4. 


| Exercice 19 *** (Fonction génératrice des moments) 


Soit X une variable aléatoire discrète réelle. On note Ix l’ensemble des t € R pour 
lesquels la variable e* admet une espérance finie et l’on pose 


Mx(t) = E(e*) pour tout t € Iy. 


(a) Montrer que /x est un intervalle contenant 0. 


(b) On suppose que 0 est intérieur à l'intervalle Ixy. Montrer que la variable X 
admet des moments à tout ordre et que, sur un intervalle centré en 0, 


+00 n 
Mx(t) = Ÿ° apa ) pa, 


n=0 


Solution 


(a) I est entendu que 0 est élément de Ix car e°X est la variable constante égale à 1. 


On peut même écrire Mx(0) = E(1) = 1. Reste à montrer que Iy est un intervalle. 


méthode 
|| On vérifie [a;b] C Ix pour tous a et b € Ix tels que a < b. 


Soit a,b € I, avec a < b (si de tels éléments existent). Introduisons £ élément de [a ; b}. 


méthode 
|| On majore et selon le signe du réel x. 


Si z est positif, eff < e®7. Si x est négatif, et? < e°”. Dans les deux cas, on peut 
écrire eff < e%? + eb? et l’on a donc la comparaison de variables aléatoires positives 


et* <e +el*, 
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Or la variable aléatoire en second membre admet une espérance finie et done, par domi- 
nation (Th. 16 p. 378), la variable et aussi. Ainsi, t € Ix et l’on peut conclure que Ix 
est un intervalle. 


(b) méthode 
| On réorganise le calcul à l’aide d’une sommation par paquets. 


Notons E l’ensemble (au plus dénombrable) des valeurs prises par la variable X. Pour t 
dans Ix, on peut écrire par la formule de transfert 


E(et*) = 5 et® P(X = x) 


zEE 


avec sommabilité de la famille des ef? P(X = x) pour z parcourant E. En décomposant 
le terme exponentiel, on écrit encore 


E(ei*) = 5 (> Er P(X = »)) 


szEE \n=0 


ce qui invite à considérer la famille doublement indexée 


(ET rx 2) (9 
T (x, n)EEXN 


Cependant, pour réorganiser le calcul de la somme à l’aide d’une sommation par paquets, 
il faut savoir si cette famille est sommable ce qui nécessite d'étudier ses termes en valeurs 
absolues. 


Soit œ un réel strictement positif tel que a et —a appartiennent à Ix. Les variables e°% 


et e7%% admettent chacune une espérance finie et donc la variable el‘*l aussi pour tout t 
de [—«; a] car on a la domination 


elt*l < e°* Le x. 


Pour cette valeur de t, on a par des calculs analogues aux précédents la sommabilité de 
la famille de termes positifs 


(Eeen) 


n! (x,n)EEXN 


Pour n € N fixé, on peut alors affirmer la sommabilité de la sous-famille 
+ 


(HET px à) 


n! 


En choisissant ¢ non nul dans [—-a ; a, les facteurs |t|” et n! apparaissent comme des 
constantes non nulles dans la description de cette famille et l’on peut donc affirmer la 


DJ 
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sommabilité de la famille (|z|" P(X = c)), cp Ainsi, la variable X admet un moment 
d'ordre n. 


De plus, pour tout t € [~a ; a], on peut calculer la somme de la famille décrite dans (+) 
par deux organisations par paquets qui donnent 


da +oo gr +00 E(X”) 
5 < eaa) (Er =) - EC ) yn 
(nr)ENxXE n=0 \reE i aao = 
et 
irar EN pogr 
5 —-P(X =)=) 5 r P(X =x) = $ e P(X = z) = E(#*¥), 
(n,z)ENxE 7 zæE\n=o0 reE 


On en déduit la relation voulue. 


9.8.3 Calcul de loi 


Dans chacun des sujets qui suit, on admet l'existence d’un espace probabilisé (Q,T,P) 
qui permet son étude. 


Exercice 20 * 


Le nombre quotidien de clients entrant dans une boulangerie suit une loi de Poisson 
de paramètre À > 0. Chaque client a la probabilité p € ]0 ; 1[ d’acheter des croissants. 
Sur une journée, on note X: le nombre de clients ayant acheté des croissants et Xə 
le nombre de ceux qui n’en ont pas achetés. 


(a) Déterminer la loi de X1. 


(b) Calculer la covariance de X; et X2. 


(c) Les variables aléatoires X; et Xz sont-elles indépendantes ? 


Solution 
(a) Notons X le nombre de clients entrant dans la boulangerie 


aw 


P(X =n)=e ni 


pour tout n € N. 

Lorsque (X = n), la variable aléatoire X} suit une loi binomiale de paramètres n et p 
(le nombre de clients achetant un croissant lorsque n clients entrent dans la boulangerie 
peut se comprendre comme le nombre de succès dans une série de n épreuves de Bernoulli 
indépendantes et de même paramètre p). 


méthode 


La loi de la variable X, se déduit de la loi de X et des lois conditionnelles 
de Xı connaissant la valeur prise par X (Th. 9 p. 375). 


=r 
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La variable X, est à valeurs dans N et, pour tout k € N, 


+00 
P(X, =k) =X P(X =k|X =n)P(X =n). 
n=0 


Lorsque n < k, la probabilité P(X; = k| X = n) est nulle, on peut donc simplifier les 
premiers termes de la somme et écrire 


to +00 n k 
P(X% =k) = JO PX kX = n)P(X = n) = Ÿ (o)ra - pte, 
n=k aek 


On exprime le coefficient binomial à l’aide de nombres factoriels puis on opère un glisse- 
ment d’indice 


+00 k too 
x (pA)* 1 - n-k n-k —À (pà) 1 nyn 
NE D e a a 


P(X1=k)=e 


Enfin, on reconnaît une somme exponentielle calculée en (1 — p)À 


A) à -pa (PA) 
P(X1 =k)=e AEF eP) =e = 


Ainsi, X; suit une loi de Poisson de paramètre 1 pà. 


(b) méthode 
| La covariance de X et X2 se déduit de la variance de X1+X2 (Th. 23 p. 381). 


Un calcul analogue au précédent (ou simplement un argument de symétrie) assure 
que Xə suit une loi de Poisson de paramètre (1 — p)A. Les lois X1 et X2 admettant 
chacune un moment d’ordre 2, on à 


VX + X2) = V(X) + 2Cov(Xı, Xə) + V(X2). 
Puisque la variance d'une loi de Poisson de paramètre À est égale à À, on obtient 
V(Xı + X2) = V(X) = À etb V(X) +V(Xə) = pÀ + (1 — p)À = À. 
On en déduit que la covariance de X4 et X2 est nulle. 
(c) méthade 


La nullité de la covariance est une condition nécessaire mais pas suffisante pour 
affirmer que deux variables sont indépendantes : on étudie plutôt si 


| P(X; = k, Xə = 4) = P(X1 = k) P(X = £). 


1. Il s’achète en moyenne pÀ croissants par jour ce qui est conforme à l'intuition. 


OO A à near nee ma 


LILI 


PS 


Soit (k,£) € N°. Posons k +£ = n. L'événement (X1 = k, Xz = £) se confond avec 
(X1 = k, X = n). Par la formule des probabilités composées 


P(X = k, X2 = 4) = P(X = k|X = n) P(X = n) 


n , a-k -Aà ap = prta. 
= (Fr) a -») ke AS e xP°(1—p) 


k n! k!(n — k)! 


Parallèlement, 


£ 
-pa (PA -a-pa (AL — P)A -a pE(L— paire 
P(X1 =k)P(X2=4) =e Au ea (( ; LL ar“ D 


et donc ! 


P(X1 = k, X2 = £) = P(X1 = k) P(X; = 4). 


Ceci valant pour tout (k, £) € N?, on peut affirmer que les variables X et Xə sont 
indépendantes : savoir combien de clients ont acheté des croissants ne donne pas « d’in- 
formations » sur le nombre de clients n’en ayant pas achetés! 


Exercice 21 ** 
Un joueur dispose de N dés équilibrés. Il lance une première fois ceux-ci et met de 
côté les dés ayant donné un ‘six’. S'il en reste, les autres dés sont relancés et l’on 
répète l'expérience jusqu’à ce que tous les dés aient donné un ‘six. On introduit 
la variable aléatoire T à valeurs dans N* U {+oo} donnant le nombre de lancers 
nécessaires. 

(a) Soit n € N*. Calculer la probabilité de (T < n). 


(b) Justifier que l'expérience s'arrête presque sûrement. 


(c) Vérifier que la variable T admet une espérance finie et donner une formule 
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exprimant celle-ci. 


Solution 


(a) Distinguons chacun des dés et notons X1,..., Xy les variables aléatoires donnant 
le nombre de lancers nécessaires avant que le dé correspondant ne donne un ‘six’ Chaque 
variable X; suit une loi géométrique de paramètre p = 1 /6. 


méthode 
| La variable aléatoire T s'exprime comme le maximum des X1,...,Xnw. 


Soit n € N*. L'événement (T < n) est l'intersection de tous les événements (Xi <n) 
pour ¿ = 1,...,N. L'énoncé suppose implicitement l'indépendance des différents résultats 


des dés et donc 
Le 


P(T <n) (Au <n) = jra: <n) 


i=1 


1. On a ici mené le calcul inverse de celui du sujet 11 p. 394. 
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avec P(X; < n) =1-P(X; > n)=1-—(1-p}" car (X; > n) signifie que les n premiers 
lancers du dé d’indice ¿ wont pas donné de ‘six’. On a donc 


P(T <n) = (1-(1-p)")” = (S) 


(b) L'événement (T = +00) traduit que l'expérience s'arrête. Celui-ci est la réunion 
pour n € N* des événements (T < n) qui forment une suite croissante. Par continuité 


monotone 
< xN 
P((T =+œ))= lim P(T<n)= lim (1—-(1-p)*) =1 car p>0. 


n—+0o0 n—+00 
(c) méthode l 
| On calcule l'espérance de T par la formule! 


+00 
ET) =X PT >n). 
n=0 
Soit n € N*. Par passage à l'événement contraire 
nN 
P(T >n)=1-P(T<n)=1-(1-(1- p). 


Cette formule est aussi valable lorsque n = 0 et l’on a donc à l’aide d’un développement 
par la formule du binôme 


ane $ (1-1-0 -p")") = 2 (jeu Sap. 
n=0 kai A 


La dernière somme est géométrique de raison (1 — p)? € ]0;1[ et Pon conclut : 


Espérance de T en fonction de N 


15 | | L N 


| | 
7 a MH HHHH 


l. Voir sujet 16 p. 399. 


ES 


| 
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Exercice 22 ** (Problème du collectionneur) 


Chez un marchand de journaux, on peut acheter des pochettes contenant chacune 
une image. La collection complète comporte N images distinctes. 


(a) Montrer qu’il est presque sûr d'obtenir la collection complète en un nombre fini 
d'achats. 
On limite l’étude à un espace probabilisé dans lequel la collection complète est tou- 
jours obtenue en un nombre fini d'achats. Pour k € IN], on note Xy € N* le 
nombre d’achats ayant permis d'obtenir k images distinctes. En particulier, X} = 1 
et Xy est le nombre d'achats nécessaires à l'obtention de la collection complète. 


(b) Soit k € [1; N — 1]. Par quelle loi peut-on modéliser la variable X k+ — Xk? 


c) En déduire une expression de l'espérance de X N: 
P: P: 


Solution 


(a) Numérotons les images de 1 à N et considérons, pour i € [1; N], l'événement : 
À; = « L'acheteur n’acquiert pas l'image d'indice ¿ en un nombre fini d’achats ». 


La probabilité que l'acheteur n’obtienne pas l’image d’indice à en n achats vaut 2)". 
Par continuité décroissante, 


TNT 
P(A;) = ALU E =0. 


L'événement À; est donc négligeable. 


L'événement « Ne pas obtenir la collection complète en un nombre fini d'achats » cor- 
respond à la réunion de tous les À;, il est négligeable en tant que réunion finie d'événe- 
ments négligeables. 


(b) méthode 
| Lorsque k images distinctes sur N ont été acquises, obtenir une nouvelle image 


se comprend comme le temps d'attente d’un succès dans une suite d'épreuves 
de Bernoulli de paramètre (N — k)/N. 


Si cette interprétation de bon sens est sans doute suffisante pour affirmer que la va- 
riable Xx41 — Xk suit une loi géométrique de paramètre p = (N — k)/N, nous allons 
proposer une justification détaillée de celle-ci. Pour n € N *, on introduit l'événement : 


B,„ = « On obtient une image nouvelle lors du n-ième achat ». 


La difficulté de l'étude réside dans la non indépendance de ces différents événements. 
Soit k € [1; N—1] et m € N*. Calculons P(Xk+1—X; = m). La famille ((Xx =n)) 


nèk 
est un système complet d'événements. Par la formule des probabilités totales 


PO — Xp =m) = J P(X — Xk = M| Xr = n) P(Xp = n). (x) 


n=k 
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Or, pour n È k, 
P(Xk41 — Xk = m| Xr = n) = P(Bnt1 N --- N Bntm-1 N Bnem| Xk =n). 


Sachant (X4 = n), la probabilité de Bn+ı vaut k/N car l'acheteur possède k images 
sur N lors du (n + 1)-ième achat. Sachant (Xp = n) et Bn+1, la probabilité de Bn+2 est 
identique car la configuration est inchangée lors du (n + 2)-ième achat. On poursuit ce 
raisonnement jusqu’au calcul de P(B;:%) qui vaut (N — k)/N car il s'agit maintenant 
d'obtenir une image nouvelle. Par la formule des probabilités composées, on obtient 
— o N-k 
P(Xr+1 — Xr =m|Xk =n) =(1- p)" p avec p= 


L'égalité (x) donne alors 


+00 
P(Xk+1 — Xk = M) = (1-p}""1p +. P(X; =n) = (1 — p)™ +p. 
n=k 


=1 


Finalement, X4:1 — Xx suit bien une loi géométrique de paramètre p. 


(c) méthode j | 
| On calcule E(X) par linéarité de l'espérance et calcul télescopique. 
On peut écrire Xy = Xi+(Xo—X1)+...+(Xn—Xx-1). Par linéarité de l'espérance, 
on conclut 1 
N-1 N 


N-i 
N 1 
E(X») = E(X:) + E(Xk+1 — Xp) =1+ 2 2 NIK Th = i? mi 
k=1 = a 


Exercice 23 *** (Loi de Pascal) | 
Soit (Xh)h>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis- 
tribuées selon une loi de Bernoulli de paramètre p € ]0; 1[. 

Pour r € N°, on définit une variable aléatoire T, à valeurs dans N*U{—+co} en posant 


T. = min( {n € N° | X1 +--+ Xn = r} U{+o0}). 


; 5 42 
La variable T, se comprend comme le temps d’attente du r-ième succès ^. 


(a) Pour n € N*, calculer P(T, = n). 
(b) Montrer que l'événement (T, = +00) est négligeable. 


(c) Soit Y1,...,ŸY. des variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi 
géométrique de paramètre p. Montrer que Yı + --- + Y, et T, suivent la même loi. 


(d) En déduire l'espérance et la variance de T, 


sti , celle-ci isi InN. 
1. Asymptotiquement, celle-ci est voisine de N | | | B 
2. Cette variable est directement liée à la variable X du sujet 8 p. 391 : Tr = X +r 


TERRE 


OOO E sim mme 


Solution 


(a) Soit n € N*. Les variables X, prenant les valeurs 0 ou 1, l'événement (T, = n) 
est réalisé lorsque (X1 +--+ Xn =r) et (Xn = 1). Or 


(Xit tXna =r)N (Xn = 1) = (X1 ++ Xn =r—1)N(X, = 1). 
Par l'indépendance mutuelle des variables de la suite (Xn)nen+, on a done 
P(T, =n) =P(Xi +- + Xn =r- 1)P(Xp = 1). 


Enfin, la variable X; +... + X,_: suit une loi binomiale de paramètres n — 1 et p en 
tant que somme de variables de Bernoulli mutuellement indépendantes. 

Cas : n < r. On obtient P(T, = n) = 0. 

Cas : n > r. On obtient ! 


1 


D fn SEEN n=i . 
Pen) (pP 1 = p) 1)-( »xp= (ni jen 


(b) Calculons ? la probabilité de (T, = +00). Par continuité décroissante 
P(T. = = ji 
( +00) „im PO >n). 


TAR Pe 
L'événement (T, > n) signifie que l’on n’a pas obtenu r succès lors des n premières 
expériences et donc 


P(T, >n)=P(Xi+.. + X, <r)= D (ra =p)" 


car Xi +: -+X suit une loi binomiale de paramètres n et p. Or par croissances comparées 


(ra -p — 0. 


n—+00 
En eff 
n effet, j facteurs équivalents à n 
pe 
(= Dee ity ni 
j j! n—++00 J! 
donc 


n : , 
1— pTi R teni = n 
C) D Xo CA p 0. 


n—+00 


On obtient donc P(T, = +00) = 0 : il est presque sûr d'obtenir r succès. 


; 1. Chaque séquence comportant r succès et n—r échecs est de probabilité p'(1—p}"T et il y a (= 
séquences qui se terminent par un succès. i 
2. On peut aussi inclure l'événement (T7 = +00) dans celui exprimant que les variables Xn sont 
Sn i 
toutes nulles sa delà d’un certain rang : (T, = +00) se comprend alors comme inclus dans une réunion 
dénombrable d'événements négligeables. 
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LL. 
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Loi de Tọ pour p = 0,7 et k = 3 


be L dre 


Loi de 7% pour p = 0,5 et k = 2 


L D — 2 ien 


0.3 si : 0.3 |! + 

0.2 mena 0.2 

N HER aH a | Sms | a 

AAND) (i 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 4 5 6 7 8 9 10 11 


(c) méthode 
| On étudie! la fonction génératrice de Yi +- + Yp. 


Les variables Y:,...,Y; étant indépendantes, la fonction génératrice de leur somme est 
le produit de leurs fonctions génératrices (Th. 29 p. 383) et donc 


pt 


s 
3 —) pour toutte[-1:1] 


Gyges t=|— 
Ya++ve (6) (— 
On calcule la loi de Yı +--+ Y, en développant sa fonction génératrice en série entière. 
On part du développement géométrique 

+00 
= yaar pour tout x € |—1;1[. 


n=0 


On dérive celui-ci à l’ordre r — 1 en exprimant les termes sommés selon z” " par antici- 
pation des calculs qui suivent : 


Gay 


+oo 


n=r 


En employant cette identité? pour æ = (1 — p}t et multipliant par p”t”, il vient 


T +00 
pt n—1l r n—r4n 
> = 1— t tout t € |—1;1]. 
=) D # ERE 


n=r 


Dans cette expression, le coefficient de t” correspond à la probabilité de (T} = n) et Pon 
peut affirmer que les variables Yı + -:: + Y, et T, suivent essentiellement 3 la même loi. 


1. On peut aussi raisonner par récurrence sur r. 

2. On retrouve ici l'identité binomiale (voir sujet 8 p. 391) avec des notations contextualisées. On 
pouvait aussi employer le développement en série entière de (1 +u)® avec a = —r et u = (1 — p)t. 

3. La variable Ty peut prendre la valeur +0 ce que ne fait pas a priori Y1 +--:+Yr. Cependant, cet 
événement est négligeable et l’ignorer est donc sans incidence sur la suite des calculs. 


Chapitre 9. Variables aléatoires 


(d) méthode 


Espérance et variance d’une variable aléatoire se calculent à partir de sa loi : 
les espérances et variances de T, et YA +... + Y, sont donc les mêmes. 


On sait qu’une variable géométrique de paramètre p est d'espérance 1/p et de variance 
(1 — p)/p?. Par linéarité de l'espérance, on a directement 


E(T,) =E(M+...+Y)=EM)+...+ 


De plus, on peut calculer la variance de la somme par indépendance des variables 


VE) = VM t +Y)=VM)+. AVY) =r 


9.8.4 Inégalités de concentration 


Exercice 24 * 


Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n € N, X, suit 
| une loi binomiale de paramètres n et p € ]0;1[. Soit k € N. Établir 


PO SR) N 


n—?+00 
Solution 
méthode 
On estime P(X, < k) à l'aide de l'inégalité 1 de Bienaymé-Tchebychev (Th. 26 
p- 381). 


La variable X,, est d'espérance np et de variance np(l—p). Pour tout à > 0, l'inégalité 
de Bienaymé-Tchebychev donne 


np(1 — p 
P(|Xn - np] > a) < Ce 


Choisissons œ > 0 de sorte que (Xn < k) € (|Xn — np| > a). Pour n assez grand, la 
valeur a = np — k convient et l’on a alors 


(np — k}? ce np n=+oo 


1. On peut aussi mener un calcul direct analogue à celui réalisé dans le sujet 23 p. 409. 


OOO somme 


= 


EE 
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Exercice 25 ** (Inégalité de Chernoff) 
Soit Y une variable aléatoire discrète prenant ses valeurs dans [a ; 5} avec œ < £. On 
suppose que la variable Y est d'espérance nulle. 


(a) Soit s un réel. Montrer que 
(B — aje%Ÿ < (B — y)e®® + (y — a)eŸ pour tout y € fa; 8]. 


88 


En déduire (8 — a)E(e*) < Be°* — ae 


(b) Montrer à l’aide d’une étude de fonction 
In(fe°? — ae) < T -&)?°s? +in(8—a) pour tout s > 0. 


En déduire 


Efe) < ep( £7 


Soit n € N* et X1,...,X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes pre- 
nant leurs valeurs dans [a;b] avec a < b. On pose S la somme de ces variables et l’on 
introduit t un réel strictement positif. 


(c) Montrer que pour tout s > 0 


< b— a)? 
=s S(Xi-E(X:) = ( 2 
P(S-E(S) >t) <e '] [a ( )) < exp PAU #). 
(d) En déduire l'inégalité de Chernoff 
| RON Lure 
| Pe T OO ST n(b— a}? j 


Solution 
(a) méthode 
| On emploie la convexité de la fonction x + eff. 
Pour y € [a; 8], on peut écrire y = (1 — Aja + ÀB avec 


y-ea& 


AT ao 


e [0;1]. 


L’inégalité de convexité es({—Na+8) < (1 — Àje® + àe donne alors 


ce qui conduit à l’inégalité demandée en multipliant par p — & > 0. 
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La variable aléatoire Y prenant ses valeurs dans (a; 5], on a la comparaison de variables 
aléatoires 
(8— ae" < (B—Y)esa + (Y — ae”, 
Par croissance et linéarité de l'espérance, on obtient 
(8-a) E(e°”) < (8—E(Y))e*® + (EY) — aJe". 


Puisque la variable aléatoire Y est centrée, on conclut 


(8— a)E(eŸ) < pee — aes. 

(b) Commençons par observer que le logarithme introduit est bien défini car il porte 
sur une quantité supérieure à (8 — a) E(e‘*) donc strictement positive 1. Introduisons la 
fonction différence des deux membres 

1 
f(s) = 36 — a}?s? + In(8 — a) — In(Bes® — ae?) avec s€ER. 


La fonction f est indéfiniment dérivable et, pour tout s réel, 


Fle) = 366 - as -ap 


moa liga (B - a) esete) B — a Ÿ / Bet% + qesh X? 
"o=o ppro (5 ES): 


Sachant f(0) = O0 et f’ (0) = 0, on peut dresser le tableau des variations de f et valider 
l'inégalité proposée. 


| Re ass E 0 +00 
Ealo + 4 E 
+00 
f'l) pans 
fol m me 


ja D pee 
0 


En passant à l’exponentielle, on prolonge l'inégalité obtenue à la question précédente 
et il vient 


(8 — a) Efe”) < ea) s?/8(g = a). 


Il suffit alors de simplifier par 8 — œ > 0 pour obtenir la deuxième inégalité. 


1. Aussi, la variable Y étant centrée, on à œ < 0 et B > 0 ce qui donne le signe du contenu du 
logarithme. 


y 
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(c) méthode 
On applique l'inégalité de Markov (Th. 25 p. 881) à un événement identique 
à celui étudié. 


Soit s > 0. Par stricte croissance de la fonction x ++ e*, on à 
(S—E(S) > t) = (es(S-F(6)) > est). 
Par l'inégalité de Markov 
P(S — E(S) > t) < e7" E (e°(5-80))), (x) 


Or S — E(S) est la somme des X; — E(X;) donc 


es(S—E(8)) — If), 
i=1 


Par l'indépendance mutuelle des variables X;, on a aussi 1 l'indépendance mutuelle des 
variables e°* et donc 


E(e"(s-R(8)) £ [J e(e eo), 


La comparaison (x) donne alors la première des deux inégalités demandées. La deuxième 
se déduit de l'étude initiale en considérant Y = X; — E(X;) qui est une variable centrée 
à valeurs dans [a ; 5] avec œ = a — E(X;) et 8 =b — E(X;). On obtient alors 


E(e"(t-R)) LE(e) < ap( a- 2) = exp( Us Le) 


8 8 


et donc 


i n = V2 b— a)? 
sh s(Xi-E(Xi))) < est LE TU int “ls 
e teg ) <e [a z3 5 exp| -si +n g ? 


(d) On optimise l’inégalité précédente en choisissant s = 4t/(n(b—a)?) qui minimise? 
le contenu de l’exponentielle et l’on conclut 


2 
P(S—E(S) > t) < an(s) 


1. Cette affirmation se justifie aisément par le Th. 11 p. 376. 
2. Une fonction x ++ az? + br +c avec a > 0 est minimale en x = -> ce qui correspond au sommet 
de la parabole qui représente cette fonction. 


om 
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| Exercice 26 *** (Inégalité de Kolmogorov) x Or, pour tout k € [1;n], on peut écrire 
Sur un espace probabilisé (Q, 7 P), on considère X4, Xn des variables aléatoires 
SR 2 Sen eu er Fo 2) y ~y n2 
discrètes réelles indépendantes, d’espérances nulles et admettant chacune un moment Ella, Sh) E E(la (Sk + Sn — 8%) ) 
d'ordre 2. Pour tout k € [1;n], on note S4 la somme des variables X1,...,X, et = E(14, Sk) + 2E(14, Sk (Sn — 5k)) + E(La, (Sn — Sx)°) : 
l’on introduit { un réel strictement positif. >0 


Pour k € [1;n], on introduit l'événement 
Par l'indépendance acquise à la première question, on a 


k—1 
Ak = N {1551 < t} n {lsk > t} E(la. Skl Sn — Sr)) = E(14,$%) E(S, — Sk) 
Sa Or lespérance de Sn — Sp est nulle car les variables Xk11,..., Xn sont centrées. On en 
(a) Justifier indépendance des variables 14, E et Sn — Sp pour tout k € [nl]. dedui E(14, 52) > E(11, 82 
(b) Montrer (14,55) > E(14, k) 
n ce qui permet de conclure à l'inégalité voulue. 
B(S?) > Ÿ'E(SLA,). 
k=1 (c) Soit k € [1;n]. Par définition de l'événement 44, on a S2la, > la, et par 
(c) En déduire croissance de l'espérance 
1 n n n 
E; > izl ; 
(as 1>) < va E(S}) > JDE(SB1a) > E PEGA.) = JP P(A). 
en er E ' k=1 k=1 k=1 
Solution i 


n 

amied ( max |Sk| > 1) = U Ax avec Ái,..., An deux à deux incompatibles 
n 

| 2 Us ye a (> 

| Le théorème d indépendance par paquets (Th. 12 p. 376) permet de justi- 

| fier que deux variables aléatoires sont indépendantes lorsque que celles-ci se i 

| définissent à partir de deux portions disjointes d’une famille de variables mu- P( 


tuellement indépendantes. I<k<n 


n 
1 
| max |S] > ) =) P(A) < g Elsa). 
k=1 
í Ae 2 confond avec la variance de S, car cette variable est centrée et celle-ci est 
La variable aléatoire 1 t définie à i i mes dé Enfin, E(S%) se confon É ý Ne 

T : As est définie a partir des os Si1,-.., 8% elles-mêmes dé- la somme des variances des X1,...,X, car ces variables sont supposées indépendantes. 
erminées à partir de X1,...,Xx. La variable aléatoire 1 Ar Sh est donc uniquement fonc- 
tion de X;,...,X4. En revanche, Sn — Sk = Xpy1 ++ X, est uniquement fonction 
de Xx+1,..., Xn. Les variables X 1,2. Xn étant mutuellement indépendantes, on peut 
affirmer l'indépendance de 1 Ar SR et Sn — Sh. 


9.8.5 Fonctions génératrices 


Exercice 27 * 


(b) Les événements Á;,... , An sont deux à deux incompatibles et donc Deux joueurs lancent chacun deux dés équilibrés et Pon veut calculer la probabilité 
que les sommes des deux jets soient égales. On note X et Xa les variables aléatoires 
déterminant les valeurs des dés lancés par le premier joueur et Yi et Yz celles associées 
au deuxième joueur. 


En multipliant par $2, on obtient par croissance et linéarité de l’espérance (a) Montrer que P(X: + X2 = Yi + Yo) = P(14 + X, + Xo -Yi -Yz = 14). 
(b) Déterminer la fonction génératrice de la variable Z = 14 + X 1 + Xo — Yi — Y2. 


la, +: +14, < 1. 


E{s?) > D E(14,82). | (c) En déduire la valeur de P(X1 + X2 = Yı + Y2). 
k=l 


ot 
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Solution 

(a) Les événements (X1 + X = Y; + Y2) et (14 + Xi + X — Y; — Y2 = 14) sont 
identiques. 


(b) méthode 
La fonction génératrice d’une somme de variables indépendantes est le produit 
| des fonctions génératrices de chacune (Th. 29 p. 383). 


On ne peut parler de fonction génératrice que d'une variable aléatoire à valeurs dans N. 
Le terme 14 permet de comprendre Z comme la somme de quatre variables aléatoires à 
valeurs naturelles : 

Z = Xi + X24 (7-Y1)+(7- Y2). 


Lorsque X désigne une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [1 ; 6], sa fonction 
génératrice est 


Ha a 
6 1-—+ 


Gx(t)=-(t+P +- +t pour tout t £ 1. 


Les variables aléatoires X 1 et Xə donnant la valeur d’un dé équilibré, elles ont cette 
fonction génératrice. Il en est de même des variables 7 — Y, et 7 — Y> qui suivent elles 
aussi une loi uniforme sur [1 ;6]. Par indépendance mutuelle de ces différentes variables, 


on obtient 
We AS 
Gz(t) = Gi Tag pour tout tÆ LE 


(c) On veut calculer la probabilité de l'événement (Z = 14). 


méthode 


On détermine le coefficient de #4 dans le développement en série entière 
de G z(t). 


D’une part, on développe le numérateur par la formule du binôme de Newton 


(~t) = tO 6e! 42428 pour tout tE R. 


D’autre part, le développement du dénominateur se déduit de celui de (1+ z)® avec a 


égal à —4 
1 4x5, ER fn+3., 
Ge ra > peo 3 J pour tout £ € ]—1; 1f. 


Le coefficient de #14 dans le produit des deux développements en série entière est donc 


1 ff13 7 146 73 ; 
Parione = (0) -h)Z onsa 0 pris 


mm 


Bg 
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Exercice 28 ** 
Soit À et B deux événements indépendants d’un espace probabilisé (Q, 7,P) et la 
variable aléatoire Z = 14 + 1p. 

Montrer que parmi les événements (Z = 0), (Z = 1) et (Z = 2), il y en a au moins 

| un de probabilité supérieure à 4/9. | 


Solution 
Posons a = P(Z = 2), b = P(Z = 1) et c = P(Z = 0). Ona 
a+b+c=1. (+) 
méthode 


| On introduit la fonction génératrice de Z. 
La fonction génératrice de Z est définie sur R par 
Gz(t) = E(t) = at? +bt+c. 
Par indépendance des événements À et B, les variables aléatoires 14 et 1g sont elles 
aussi indépendantes ! et donc, pour tout t € R, 


Gz(t) = Gi,()G1,(t). 


Sauf si P(4) = P(B) = 0, auquel cas la propriété voulue est immédiate, au moins lune 
des fonctions G1, et Gi s est affine non constante et admet donc une racine réelle. La 
fonction Gz possède donc un moins une racine réelle et par conséquent ? 


b? > 4ac. (xx) 


Si b < 4/9, on obtient a +c > 5/9 par (x) et ac < 4/81 par (xx). On en déduit 


stih une, 
a 9 9 ac gl CEET . 


Dans ce cas, l’une des deux quantités a — 4/9 ou c — 4/9 doit être positive (et l’autre est 
négative). Ainsi, parmi a,b,c, au moins l’une des trois probabilités est supérieure à 4/9. 


Exercice 29 (Processus de Galton-Watson) 

Soit (Xh)1en- une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis- 
tribuées selon la loi d'une variable X à valeurs dans N. Soit aussi N une variable aléa- 
toire à valeurs dans N indépendantes des précédentes. On étudie S = X,+.--+Xn. 


(a) Justifier que S est une variable aléatoire à valeurs naturelles. 
(b) Établir Gs(t) = Gy (Gx (t)) pour tout t de [-1: 1). 


(c) On suppose que les variables N et X admettent chacune une espérance finie. 
Etablir l'identité de Wald : E(S) = E(N)E(X). 


1. Ces deux variables suivent des lois de Bernoulli, si P(A) = P(B), Z suit une loi binomiale. 

2. La propriété b? > 4ac correspond à À > O si a Æ 0 et est évidente si a = 0. 

3. Si la variable N détermine le nombre d'individus d’une population et X le nombre de descendants 
que chaque individu peut engendrer, la variable S correspond à la population à la génération suivante. 
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Solution 


(a) Notons (Q, T, P) l’espace probabilisé sous-jacent à cette étude. La fonction S est 
définie par ! 
SG) = Xw) +---+ Xvçw)(w) pour tout w € Q. 


Cette fonction est à valeurs dans N et, pour tout k € N et tout w € Q, 
Sw) =k <> MEN, N(w)=n et (Xi ++ Xn (w) = k. 
On peut donc écrire 
(S=k)= [J] (N =n) A(X +-+ Xa = K)). (x) 
nEN 


Pour chaque n € N, X1 +-..+ X, est une variable aléatoire par somme de variables 
aléatoires et donc (X1+--.+X, = k) est un événement. Il en est évidemment de même 
de (N = n) et donc, par opérations dans la tribu T, on peut assurer que (S = k) est un 
événement. Ainsi, S est une variable aléatoire à valeurs dans N. 


(b) Soit k € N. Les événements réunis dans la formule (+) sont deux à deux incompa- 
tibles et donc, par additivité dénombrable, 


+co 
P(S =k) = ÑO P(N =n, X1 +4 Xn = k). 


n=0 


Par indépendance de la variable N avec les variables de la suite (Xn)n>1, on peut affirmer 
pour tout n € N l’indépendance de N avec X4 +--+ Xn et poursuivre le calcul 


+00 
P(S =k) = XO P(N =n) P(X +-+ Xn =k). 


n=0 
Soit ¢ € [-1;1]. La fonction génératrice de S est assurément définie en + et 
+00 +oo f +oo ' 
Gs(t) = XD P(S = kyt = ao P(N =n)P(Xi +-+ Xn = pe) 3 (5) 
k=0 k=0 \n=0 


méthode 
| On réorganise le calcul à l’aide d’une sommation par paquets. 


Considérons la famille doublement indexée 


(PIN =n) P(X ++ X, = DE) mens 


1. Si N(w) = 0, il s'agit d’une somme vide dont la valeur est nulle. 


9.8 Exercices d'entraînement E : 


Par le calcul de la relation (A) utilisé avec jt] au lieu de t, on peut affirmer que la 
famille précédente est sommable ! et réorganiser le calcul de sa somme comme ci-dessous 


Gs(t) = >. > P(N =n) P(X: Rd a e) 


n=0 \k=0 
+20 +00 
=$ P(N =n) (Sra ++ X, = e). 
n=0 k=0 
Dans la somme contenue, on reconnaît Gx, 4.4 x, (t). Or les variables X:,...,X, sont 


indépendantes et la fonction génératrice d’une somme est alors le produit des fonctions 
génératrices 
N 
GxittXn (t) = Gx, (t) x. x Gx, (t) = (Gx(t))". 


Ainsi, 


+00 +a 
Gs(t) = JPN = n)(Gx(t))" = SCP(N=n)T" avec T=Gx(t)e[-1; 1}. 
n=0 


n=0 


On conclut Gs (t) = Gyn (Gx (t)). 
(c) Si les variables N et X possèdent une espérance finie, les fonctions Gy et Gx sont 
dérivables en 1 (Th. 28 p. 383). Par composition, Gs est aussi dérivable en 1 avec 
s(1) = Gx(DGN(Gx(1) = GL(1GN (1) car Gx(1) =1. 
Ainsi, S admet une espérance finie et E(S) = E(N)E(X). 


Exercice 30 *#* 

Soit (X})nen* une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis- 
tribuées selon une loi de Bernoulli de paramètre p € ]0;1|. Soit aussi N une variable 
aléatoire à valeurs dans N indépendante des précédentes. On considère les variables 
aléatoires 


N N 
KSD Xys et Y=Y (-x) 
EST k=1 


(a) Pour ¢ et u dans [-1;1}, exprimer à l’aide de la fonction génératrice de N 
l'expression 
G{t,u) = E(tXu*). 
(b) On suppose que N suit une loi de Poisson. Montrer que les variables X et Y 
sont indépendantes. 


(c) Inversement, on suppose que les variables X et Y sont indépendantes. Montrer 
que N suit une loi de Poisson. 


1. La définition de la fonction G'g en t assure la sommabilité de la famille (P(S = EE) pen ce qui 
west pas exactement celle considérée ici : ceci explique la nécessité de argument. 


Á 
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Solution 


(a) Soit (fu) € [-1;1]?. Les variables X et Y sont à valeurs dans N et la va- 
riable “uY est alors bornée ce qui assure que son espérance est finie. Par la formule 
de transfert appliquée à partir de la variable conjointe Z = (X, Y) 


Eu )= O Pul P(X=k,Y =2) 
(k, £)EN? 
avec la famille doublement indexée (třuf P(X = k, Y = £) (k oen2 Sommable. 


méthode 


| On réorganise le calcul de la somme en fonction de la valeur de X +Y. 
On peut décomposer N? en la réunion des ensembles deux à deux disjoints 
In = {(k,;n-k)|ke[0;n]} avec nEn. 
Par le théorème de sommation par paquets 
+o / n 
E(u) = B ttu E P(X =k, Y =n- o) 
n=0 \k=0 


Or 
(X=Rk,Y =n—k)=(X; + +Xn =k) A(N =n) 


et hypothèse d'indépendance donne 
P(X ++ Xn =k, N =n) =P(X1 ++ Xn =k) P(N =n). 


Au surplus, la variable X1 +--+ Xn suit une loi binomiale de paramètres n et p car 
les variables X:,...,X, sont indépendantes et suivent une même loi de Bernoulli de 
paramètre p. Tous ces résultats permettent d'écrire 


+oo n 
E(t*u”) = > >- ttur E (pje P(N = n) avee q=1-—p. 


n=0 \k=0 


Enfin, en appliquant la formule du binôme ! 
+oc 
E(tXur) = 5 P(N = n)(pt + qu)" = Gy (pt + qu). 
n=0 


(b) méthode 


| Les fonctions génératrices de X et Y se déduisent de valeurs bien choisies 
| de G(t, u) ce qui permet d'identifier leurs lois. 


1. Notons que pt + qu = Àt + (1 — A)u est élément de [—1 ; 1] car t et u le sont et À = p€ [0;1]. 


=. 
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Si N suit une loi de Poisson de paramètre À > 0, on sait Gy (t) = eè D et donc 
Gt,u) = e P(-1) x e*atu-1) 
En particulier, 


E(t*) e*atu—1) . 


Gx(t) G(t,1)=6®®@D et Gy(t)= E(u”) = G(1,u) 


La variable X suit une loi de Poisson de paramètre Ap tandis que Y suit une loi de 
Poisson de paramètre àq. 

On peut alors vérifier l'indépendance des variables X et Y. Soit (k,£) € N? et n = k+4. 
En reprenant une partie des calculs qui précèdent 


P(X =k, Y =4)=P(X =k, N =n) =P(X +--+ Xn =k) P(N =n) 


donc z 
2 øA [P \p k n-k Ţ -À 
nagre) e I 
Parallèlement, : 
px (PAÏF ox (Qà 
P(X = k)P(Y =) =e pa PA A ea A A ; 


Ces deux expressions sont identiques car p +q = 1 et k +£ = n : on peut conclure que 


les variables X et Y sont indépendantes 1. 


(c) Si les variables X et Y sont indépendantes, les variables composées t* et u” le 
sont aussi et donc 


G(t,u) = E(t u”) = E(t*) E(u”) = G(t,1)G(1, u). 
On en déduit légalité 
Gn (pt + qu) = Gn(pt+q)Gn(p+qu) pour tout (t, u) € [—-1; 1. 
On dérive cette identité en la variable t pour écrire 
pG'y (pt + qu) = pG'y (pt + q)Gn (p + qu). 
On simplifie par p qui est non nul et l’on évalue en t = 1 
Gh (s) = Gh (1)Gn(s) avec s= p+qu et u € |—1;1]. 


Lorsque la variable u parcourt |—1; 1], la variable s = p + qu décrit |p — q; 1]. 
Cas : p < 1/2. D’identité qui précède vaut au moins pour s € [0;1]. La résolution de 
l'équation différentielle associée donne pour tout s € [0; 1] 


Gn(s) = Ceò avec À = Gy(1) et C une constante réelle. 


1. On retrouve ici un résultat déjà vu dans le sujet 20 p. 404. Nous allons maintenant en étudier la 


réciproque. 


L « 


Sachant Gn(1) = 1, on détermine C et l’on conclut Gn(s) = e\s-1), Cette relation, 
qui vaut pour tout s € [0;1}, suffit pour calculer les coefficients de la série entière défi- 
nissant Gy, elle caractérise donc la loi de N : la variable N suit une loi de Poisson de 
paramètre À. 
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Cas : p > 1/2. On reprend le calcul initial en échangeant les rôles de + et u. 


9.9 Exercices d’approfondissement 


Exercice 31 * 


Soit X1,...,X, des variables aléatoires discrètes réelles admettant chacune un mo- 
ment d'ordre 2. On appelle matrice de covariance de la famille (X:,...,X,) la ma- 
trice 


A = (Cov(x, Xe E MR). 


Montrer que cette matrice est diagonalisable à valeurs propres positives. 


Solution 

La matrice M est symétrique réelle donc diagonalisable (Th. 6 p. 291). 

Soit À une valeur propre de M et X = ‘(a an) une colonne propre associée. On 
sait MX = AX avec X #0. 


méthode 
| On rapproche le calcul de X MX de celui de la variance d’une variable aléa- 
| toire. ` 


D’une part, 'XMX = XX =) IIX]? en introduisant la norme euclidienne canonique 
sur l’espace des colonnes réelles de hauteur n. 
D'autre part, 


. 
N N 


'XMX = X` Y aa; Cov(X;, X;). 


i=1 j=1 
Par bilinéarité de la covariance, on a encore 
n n 
tXMX = Cov (È diXi, Y ax) =V(Y) 
i=l j=1 


avec Y la variable aléatoire! a} X, +...4+ nX. 
On en déduit 


1. Rappelons que L? (Q) est un espace vectoriel donc stable par combinaison linéaire. 
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| Exercice 32 ** 
Soit A € M,(R) une matrice dont les coefficients sont des variables aléatoires indé- 
| pendantes et identiquement distribuées selon la loi uniforme sur {—1, 1}. 


Calculer E(det(A)) et V(det(A)). 


Solution 
Pour (i,j) € [1:n]”, notons Aij la variable aléatoire associée au coefficient d’in- 


dice (i, j) de la matrice A. Par hypothèse A; j est d'espérance nulle et 4}; est la variable 


constante égale à 1. | 
Par la formule ! définissant le déterminant et par la linéarité de l'espérance 


E(det(4)) = 5 soye(T aros} 


TESn 


Les variables A; ; étant mutuellement indépendantes, on termine le calcul 


E(det(4)) = >a i (as) = 0. 


TESn 


Par la formule de Huygens 
2 


V(det(4)) = E((det(4))°) — (E(det(4))) E((det(4))°). 


méthode 
| On exprime (det (4) comme le produit des deux sommes définissant det(A). 


En développant 


(det(4))* = | 5 (et IT aus) 5 (tas) 
OESn i=1l o'ESn i=1 
=>, >, |e) (i Aa) (ù as) 
TES n 0'ESn ii i=1 


Par linéarité de l'espérance, il s'agit, pour (o,o) € S2 donné, de calculer l'espérance de 


Poo = Mi su) (i au) 
s= i=1 


Par le théorème d'indépendance par paquets (Th. 12 p. 376), la variable B4, qui est 
fonction des coefficients de la première colonne de À, est indépendante du produit des 


n 
= II Di avec Bi = A iAoras. 


i=l 


1. Il est aussi possible de raisonner par récurrence en développant selon une rangée. 


mm 
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variables B2,...,B,, qui est fonction des coefficients des autres colonnes. On a donc 
E(P,0:) = E(B:) e($ B.) 
i=2 


Une utilisation répétée de cet argument donne E(P, o) = E(B) x- x E(B,). On 
poursuit en distinguant deux cas : 
Cas : a À o'. Il existe un indice i € [1 ;n] tel que a(i) À o'(i). Par indépendance des 
variables À; et Avti) on a E(B;) — E(A ii) E(As) = 0 donc E(P, o) = 0. 
Cas : o = o’. Pour tout i € [Lin], Bi = A (9 à = 1 donc E(B;) = 1 puis E(P,,01) = 1. 
Ainsi, 


E((det(4))?) = 3 ( D eloelo’) HP) avec EP) = { ui 


TESn \0'ES, 0 sinon 


et, finalement, 
V(det(4)) = Y 1 = Card(S,) = n! 
TES» 


Exercice 33 *** 


| Son camarade de droite, l’autre à son camarade de gauche. Le jeu s'arrête lorsque 
l’un des amis prend Possession des deux jetons bleus. 


Calculer le nombre moyen de tours nécessaires pour que le jeu s’arrête. 


Solution 


méthode 
| On étudie si les jetons bleus sont possédés par deux amis voisins où non. 


Pour n € N, on introduit les événements 


An = « Au n-ième tour, les jetons bleus sont possédés par deux amis voisins », 
B = « Au n-ième tour, les jetons bleus sont possédés par deux amis non voisins ». 


On pose a, = P(4,) et bnp = P(B,). La configuration initiale donne ao = 1 et bg = 0. 
Enfin, on note X la variable aléatoire déterminant le tour auquel le jeu s'arrête. Il s’agit 
de calculer E(X). 

Lors d’un tour, les deux jetons bleus peuvent de façon équiprobable évoluer dans le 
même sens ou en sens contraire autour de la table. Lorsque les jetons évoluent dans le 
même sens, la configuration globale ne change pas : si les jetons sont voisins, ils restent 
voisins, s’il ne sont pas voisins, ils restent non voisins. Lorsque les jetons évoluent en 
sens Contraire à partir d’une position où ils sont voisins, ils peuvent se croiser et rester 
voisins ou, de façon équiprobable, mener à la situation où ils ne sont plus voisins. Aussi, 
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lorsque les jetons évoluent en sens contraire à partir d’une position où ils ne sont pas 
; er > 

voisins, ils peuvent devenir voisins ou entrer en possession de l'ami intercalé entre eux ce 

qui signe arrêt du jeu. Par la formule des probabilités totales, on résume la dynamique 


qui précède par les équations du système suivant : 


= 3 1 
AALE aE be (1) pour tout n € N. (x) 
bn 1 = Lan + 50n (2) 
o © ue = 
N ©, 20 CN cn ` 04 N 
K | le | }e | je 
K oo 2) Oo 0 27 
ii o o o o 
© TO ed 2220 
0) PEN e, \ e, NN 
( | je ( le ( | |@ | je 
i j 7 O O 
Nous allons calculer l'espérance de X par la formule du sujet 16 p. 399 : 
+00 
E(X)=S P(X >n) avec P(X > n) = an+ bn (xx) 
=0 


Pour n € N, le système (x) s'exprime matriciellement 
3/4 1/4) y fan) y y (an | 
Un+1 = AU, avec A= a | Unki = a et Un i 
On a donc U, = AU, avec Uo = g. 0). On peut alors écrire an + bp = LA” Ug en 


introduisant la ligne L = (1 1). Par continuité de l’application linéaire X + LXUo sur 
l'espace de dimension finie M2(R), on exprime sous réserve de convergence de la série 


+co +00 +0 
Dan +6n) = D LAU = L D sr) Uo. 
n=0 n=0 


des matrices 


n=0 
i idi : -multiplicative !, On vé- 
Dans l'espace M2(R), on sait la norme euclidienne IL | sous-mu 
rifie || A|| = 4/15/16 < 1 et l’on peut affirmer que la série 37 A” converge absolument 
avec p — 
DD A” = (Ia — A)! et après calculs (Iz — A) = 4 4) 
n=0 


"à Voir sujet 10 p. 257. | | 
2. Voir sujet 3 du chapitre 3 de l'ouvrage Exercices d'analyse MP, 


ħin 


pm 
1125 EE 


On en déduit que (4°) tend vers O2 ce qui entraîne que P(X > n) = a» + bn est de 
limite nulle. Par continuité monotone, on peut affirmer qu'il est presque sûr que le jeu 
s'arrête. Ceci légitime l’usage de la formule (++) pour évaluer le nombre moyen de tours 
nécessaires à l’arrêt du jeu et on obtient 
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+00 
E(X) = $ (an + bn) = L(l2 — A) Uo = 12 


n=0 


Exercice 34 *** (Convergences probabilistes) 
Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (Q, T,P) et (X 
une suite de variables aléatoires réelles sur ce même espace. 


(a) Montrer que l’ensemble des w € Q tels que (Xn(w)) tend vers X(w) constitue 
un événement. 


n)neN 


On dit que la suite (Xn)nen converge presque sûrement vers la variable X lorsque 
P(X — x) 
n—+co 


On dit que la suite (Xn)nen converge en probabilité! vers? la variable X si, pour 
tout € > O, 


P{IX,-X|>e) — 0 


(b) Montrer que la convergence presque sûre entraîne la convergence en probabilité. 


(c) On suppose que, pour tout € > 0, il y a convergence de la série de terme 
général P(|Xn — X| > €). Montrer à l’aide du résultat du sujet 7 p. 347 que la 
suite (Xn)nen converge presque sûrement vers la variable X. 


(d) Montrer que la convergence en probabilité de (Xn )nen vers X entraîne la conver- 
gence presque sûre d’une suite extraite (X,(1)).. rie 


Solution 
(a) Les issues w pour lesquelles (X,(w)) tend vers X(w) sont celles vérifiant 


VE>OINEN, VEN, nè N = (Xn) — X{w)| < e. (+) 


méthode 
On traduit cette phrase quantifiée par opérations sur les événements sachant 
qu'une quantification existentielle s'exprime par une union alors qu’une quan- 
tification universelle s’exprime par une intersection. 


1. On définit encore d’autres types de convergence. Par exemple, dans l’espace I} (Q), on introduit 
la convergence Lt par E(|Xn — X|) — 0. I sagit presque d’une convergence dans un espace normé, 
l'application X > | X|, = E(| X D étant une semi-norme sur L} (Q) : elle vérifie les axiomes définissant 
une norme sauf celui de séparation. Par l'inégalité de Markov, la convergence L! entraîne la convergence 
en probabilité. 

2. Il n’y a pas exactement unicité de la variable X vers laquelle la convergence a lieu. Plus précisément, 


s’il y a convergence en probabilité vers deux variables X et X’ celles-ci ne sont que presque sûrement 
égales. 


nn ue ue ee à à nn eo 


nd 
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Pour € > 0 et n € N, l'événement (|Xn — X| < €) regroupe les issues w véri- 
fiant |Xn (w) — X(w)| < e. Pour N € N, Pintersection 


N (X-XI <e) 


n>N 
réunit les issues w vérifiant |X,(w) — X(w)| < £ pour tout n > N. Cet ensemble est un 
événement car c’est une intersection dénombrable d'événements. Aussi, l’union 
A = |} N (Xn -XI <e) 
NENn>N 


: í rei ; haa 

regroupe les issues w vérifiant | Xn (w) — X (w)| < € à partir d’un certain rang. Il s agit 
: > Te i 

encore d’un événement puisque c’est une union dénombrable d'événements. Enfin, Pin 


A=NU N (Xn -XI< €) N A 


e>0 NENn>EN e>0 
regroupe tous les w de Q vérifiant (x). Il ne s’agit cependant pas d’une intersection 
dénombrable et c’est la raison pour laquelle nous allons exprimer autrement celle-ci. Les 
ensembles A, constituent une famille croissante : pour tous £ et € > 0 


tersection 


E<Ee => À C Åe- 


Par conséquent, on peut aussi écrire 


A=[]4 = N Ain- 


e>0 nEN* 


( ) 
; é LETSECLIC € 2 b évé . 
F inalemen À est bien in événement car intersection lénombra le d evenements 


(b) Soit e > 0. L'hypothèse de convergence presque sûre signifie que l’ensemble A 
introduit ci-dessus est quasi certain. Puisque celui-ci est inclus dans Ae, ce dernier est 
aussi quasi certain. Or À. est une union d'événements constituant une suite croissante. 
En effet, pour tous N et N’ € N 

N<N = (A) (Xn- XIs) € A (Xr -Xi <e). 


n>N n>N’ 


Par continuité monotone, on a donc 


, z = P(4;)= 1. 
Or 
( N (Xn -XI <a) c (Xv -X| <€) 
n>N 
et donc 


e(N (xa =x1 <9) <P(IXn-X|<Ee) <1 
n>N 


p RS 
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Par le théorème de convergence par encadrement, on obtient Exercice 35 *** (Loi forte des grands nombres) 


Soit (Xn)nen» une suite de variables aléatoires deux à deux indépendantes et iden- 
2 


Nm. P(X -= X] <e) =1. $ a a ; 2 : 
tiquement distribuées selon une loi admettant une espérance u et une variance o°. 


Enfin, par passage à l'événement contraire, on conclut ie 1 ( ) 
Sn = — ARE EXC 
P(X» — X| > €) —; 0 7 
n=to et Pon souhaite établir 
per er 
n—+00 


La suite (X,) converge en probabilité vers X. 
(a) Montrer que l’on peut supposer u = 0. 


A le lemme de Borel-Cantelli, la convergence de la série 5 P(| Xn ~X] > e) On conservera cette hypothèse dans la suite de l’étude. 
(b) Soit € > 0. Montrer 
2 
en U (a -xl >e) ) =0. gasae 
NENn>N nE 


(c) À l'aide du sujet précédent, établir que la suite extraite (Sm2)men+ converge 


Par passage à l'événement contraire 
presque sûrement vers 0. 


Pour n € N*, on pose m égal à la partie entière de la racine carrée de n et l’on 
e( U N (Xn -X| < ) = 1 introduit i 
NENn 
ENn>N Tn = = (Xma ++ Xn). 
L eo T de la première question, on peut affirmer que l'événement A, (d) Soit € > 0. Montrer 
presque sür. À l’aide de (xx) et par continuité décroissante, on conclut 20? 
VAERS PETE 
P (x, GS. X ) = li — 
n=+o0 Teeri P(A)= 1. | (e) Conclure que la suite (Sn)nen» converge presque sûrement vers 0. 
m Se On choisit (0) arbitrairement puis, pour tout n € N, une fois (n) déterminé, on Solution 
oisit p(n +1) > p(n) vérifiant ! (a) Pour tout n € N*, introduisons X} = Xn — u et S4 = Sn — p de sorte que 
1 
E o SAN oara 1 = (5 | 
P(X jap X| > . z) <s _—— Sn g n% T F Xa) et (Sn ever n) (s; =. 0) 
n n +1 ; ; 
PEL Les variables X/ satisfont les mêmes hypothèses que les variables X, hormis qu’elles 
Ceci est possible car, pour € = 1 sont d’espérances nulles. Si l’on établit le résultat voulu dans le cas des variables d’es- 
/(n+1) > 0, le terme P(IX> -x|> e) est de limite nulle pérances nulles, on peut affirmer que l'événement (Sh PETE 0) est presque sûr et 
+006 


i NE aai PEE 
quand p tend vers linfini et il existe des indices p arbitrairement grands pour lesquels 


cette valeur est inférieure à 1/(n+1)2 - à fai ; ; Sen 
supérieur à y(n). /(n+1) : p(n+1) désigne l’un d’entre eux choisi strictement 


donc (Sn ——— p) lest aussi. 
n— +00 


(b) La variable S, est d'espérance nulle et admet un moment d'ordre 2. L’inégalité 


Soit € > 0. O ; dé i 
n peut déterminer no € N* tel que 1/no < € et alors, pour tout n > no, de Bi & Tchcbvchev d 
e Bienaymé-Tchebychev donne 


R = : VS 
(Xom) — X| > €) < P(r als à) T PSI > £) = (IS: — E(Sa)| > £) < VE. 
Ja séri éné Puisque les variables X:,...,X, sont deux à deux indépendantes 
a a P ae Pa = X| > £) est donc convergente et Pon peut conclure Í 1 i 1 | 2 
> estion édente. ' © 
q précédente V(S,) = 3 V(X +... + Xn) = a (VX) +... +V(X:)) = rs 


oo 
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On en déduit la comparaison demandée. 


(c) Pour tout € > 0, la série de terme général P(|Sm2| > £) est convergente et la 


dernière question du sujet 34 p. 428 assure que la suite (Sm2) converge presque sûrement 
vers la variable constante égale à 0. 


(d) La variable T, est d'espérance nulle et admet un moment d'ordre 2. L’inégalité 
de Bienaymé-Tchebychev donne 


V(T) 
e2 


1 Š — m? 
avec  V(T,) = z3 bD V(Xk) = G ea o’. 
k=m?+1 


P(|Ta] > €) < 


Puisque m désigne la partie entière de vn, onan < (m +1)? et donc 
n— mm? <2m+l puis n= m?’ < 2m < 2Vn. 
On obtient ainsi l'inégalité voulue. 


(e) Grâce à l’exposant 3/2 > 1, on peut affirmer la convergence de la série de terme 


général P(IT,| > €) pour tout € > 0. La suite (Th) converge donc presque sûrement 
vers 0. 


Les deux événements 
A= (Sm? ran) et B= (Ta —— 0) 
M—++oo n— +00 


sont alors quasi certains et leur intersection l'est aussi. 


méthode 
| On montre que (Sn(w)) tend vers 0 pour toute issue w de AN B. 


Soit w élément de AN B . On a à la fois 


Sme (w) ——— 0 et Tlw) —— 0. 
m—+o0 n—=+o0 


2 
m 
Snlw) = Fra m2(w) +Th(w) avec m= [vn]. 
Le terme m?/n est borné par 1 et les deux autres termes sont de limites nulles quand n 


tend vers l'infini. On peut donc affirmer que la suite (Sn (w)) tend vers 0. Ceci étant vrai 
Pour toute issue w de l'événement quasi certain A N B, on peut conclure 


Pi > 0) si 


RS DNS 


Table des matières 


Groupes 
1.1 Structure de groupe ..................... 
1.2 Morphismes de groupes 
1.3 Groupes monogènes 
1.4 Exercices d'apprentissage . . ........... 
1.5 Exercices d'entraînement . . . 
Groupes finis . . ... 
Groupe engendré soegan de à à à due à à NN ui 8 8 3 
Morphismes de groupes 
Éléments d'ordres finis . . ........................... 
Groupes cycliques verpa sus ee à ae netteté rt € DS 
1.6 Exercices d’approfondissement 


Anneaux 

2.1 Structure d’anneau . . . . . . .. 

2.2 Idéal d’un anneau commutatif . 

2.3 L’anneau Z/nZ ......................... 

2.4 Exercices d'apprentissage . . .... 
Généralités sur les anneaux et les corps . .................. 
Idéau. 4: ia diumanratsiihéiilesséente 
Équations et systèmes en congruence . 

2.5 Exercices d'entraînement . ........,.,..,............. 
ANNEAUX et Corps- asec aus de be evene sde sent 7% 
Idéaux , s 4444402 HU ESS SSD LSESEUCRRER Re 
Calculs dans Z/pZ ......................,......... 
Fonction indicatrice d'Euler ........................ : 


j p = 


434 ___ Table des matières Table des matières 435 
2.6 Exercices d’approfondissement . ,.......,,,,......... . 62 Réduction et polynômes annulateurs . . 206 
2 5.4 Exercices d'entraînement . . . ..................... 208 
3 Compléments d’algèbre linéaire 69 Polynômes d’un endomorphisme, d'une matrice carrée . .......... 208 
3.1 Extension du cours de première année . ..........,...... 69 Polynômes annulateurs . . . . . ...... 209 
32 Structure d'algebre : sa paaa s à à M e à 4 à € à TEE 69 Réduction et polynômes annulateurs . ; re 212 
3.3 Exercices d'apprentissage . ................ CEE E ns 71 Théorème de Cayley-Hamilton ........:................ 220 
Structure d’algèbre . .........,...... SERRES 71 Polynôme minimal ......::....................... 222 
Matrices semblables . ........................ sex TA Applications. ...:.:,:::::4hNDRSRDNEN GG UE 227 
3.4 Exercices d’entraînement . . .................. ee - 76 5.5 Exercices d’approfondissement ........... 232 
Lorsque le corps de base est Q... .......... BB à à à à 76 
Applications linéaires . . .....,... EEEE LE © 6 vu à 79 6 Compléments sur les espaces préhilbertiens 243 
Produit matriciel . ......................... ; 88 6.1 Quelques rappels . . . . . . .. ; Se . 243 
Ensemble de matrices ............,.,..... nes cs OÙ 6.2 Compléments ...........,.........,.... 244 
Rang d'une matrice. .....,........................ 93 6.3 Exercices d'apprentissage did Ce pla Do E 247 
Matrices semblables . ......................... 95 6.4 Exercices d'entraînement T . vus -... 252 
Déterminants soa sa #1. ÿN5#esniuusitires . 101 Généralités sur les espaces préhilbertiens . . . . . ; ; sise: 202 
3.5 Exercices d’approfondissement ...,..,.., TEETE 110 Espaces-enclidieng :4 24444444 oa E E OA O E he 257 
A ; E à Projection orthogonale et distance . ..................... 264 
4 Réduction géométrique 119 Produit scalaire et transposition matricielle . .. . - 268 
4.1 Sous-espaces stables oinari KAS bres oi y ; s.. 119 Polynômes orthogonaux . .................... 272 
4.2 Eléments propres . ...........,..... D DM An FE Da 121 6.5 Exercices d’approfondissement ........................ 278 
4.3  Polynôme caractéristique . ...... EE E Se pee 122 
44  Diagonalisabilité . ......,....,.,......... i $da a 125 7 Endomorphismes des espaces euclidiens 287 
4.5  Trigonalisabilité. . . ................. ; ya ne LAT 7.1 Isométries vectorielles . . ...........,...... 287 
4.6 Exercices d'apprentissage ....,.,....,............... 129 7.2 Endomorphismes symétriques . . ......:.,.,............. 290 
Eléments propres . ..................,,.... 129 7.3 Exercices d'apprentissage 291 
Diagonalisabilité . ............,.......... sus s.. 134 Isométries vectorielles . . . ............:. 291 
Trigonalisabilité . . . ....... rieurs upn kO EA RAG a 142 Endomorphismes symétriques . . ....................... 294 
4.7 Exercices d'entraînement. ....... SR OS M SE ve ao à à D LS 146 7.4 Exercices d'entraînement . . . S ts MU UM BE À M Ma à ns on à à eue 297 
Sous-espaces vectoriels stables . -o o .......,,....... .. 146 Isométries et matrices orthogonales . . . . GGT i e 297 
Eléments propres d’un endomorphisme . ...... TETE 152 Rotations de lPespace . . ....................... 301 
Eléments propres d’une matrice . . . . .. RS aena e 158 Endomorphismes symétriques . . . ...................... 305 
Polynôme caractéristique . ....., E EE TEREE 164 Matrices symétriques réelles . . 313 
Matrices diagonalisables . ................. + .. . 168 Matrices antisymétriques réelles . . . . . . . . .. san 318 
Endomorphismes diagonalisables . ...................... 170 7.5 Exercices d’approfondissement ........................ 321 
Trigonalisation . ............................. 175 
Applications de la réduction . .....,....... .. 179 8 Probabilités 331 
Nilpotence s sin aa emaan e mey poA Ea ; serna I8 8.1 Ensembles dénombrables . . . o o aooo oo 331 
4.8 Exercices d’approfondissement ..... TEELE TAE 188 8.2 Espaces probabilisables ............................ 332 
8.3 Probabilités . . . .... et sp FEU, à, nn à 333 
5 Réduction Algébrique 197 8.4 Probabilités conditionnelles et indépendance . . . ee 336 
5.1 Polynômes d’un endomorphisme ............,.. L LLL. 197 8.5 Exercices d'apprentissage . .................... PEE: 338 
9.2 Réduction et polynômes annulateurs . . -o oaoa aaa L LLL. 201 8.6 Exercices ď’entraĵĝnement . . .......................... 344 
5.3 Exercices d'apprentissage . ..................... 3 . 202 Études mathématiques de probabilités Ea da namenNen En ES 344 
348 


Polynômes d’un endomorphisme, d’une matrice carrée . . . .. 202 Tribus co à à à me keo dadaa i de à GTN ec 


7 


436 Table des matières 
Calcul de probabilités . AR ss He ABRIS ne ; sg 4188 81 
Ensembles dénombrables Sud e A RÉ So ed de qe fe ue ve 358 

8.7 Exercices d’approfondissement . .... TEPERT. - 360 
9 Variables aléatoires 369 
9.1 Variables aléatoires discrètes. . . ES YSEA paa a 369 
9.2 Vecteurs aléatoires . .......... KiS ana 374 
9.3 Espérance d'une variable aléatoire réelle ou geneman i s 377 
9.4 Variance d’une variable aléatoire réelle . ..,,...... Di + STO 
9.5 Fonctions génératrices . . . ..... a no STARS Se à a 382 
9.6 Lois usuelles. .....,,,.... LR e a 383 
9.7 Exercices apprentissage . ......,.... 384 
Variables aléatoires . . o, LLL 384 
Moments, espérance et variance . . . . . . .. 390 
Fonctions génératrices |... LL 392 

9.8 Exercices d'entraînement . . .. .... EEEE E E RSS à 394 
Variables aléatoires . .......,,.. aa ee .. 394 
Espérances et variances . ........... 397 
Calcul de loi. ....,.... SEE à e SO en 4 0 à 404 
Inégalités de concentration. . , ..,,..,44.,. us 412 
Fonctions génératrices da in eme came 417 


9.9 Exercices d’approfondissement . ...... 000 RATE . 424 


